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Bodeubeschaffenheit, Beleuchtung die fiir die Variation maficebenden
Faktoren. Sie bestimmen die Formeneinheiten, aus deren Variation
im einzelnen sich die Gesamtvariation zusammensetzt. Die Variations-
mittelpunkte bilden die Zahlen 3 und 5. Die GesetzmiBigkeit, dic
in Hervortreten dieser Zahlen zum Ausdruck kommt, kann nur in
inneren Ursachen begriindet sein. Beobachtung und Experiment
zeigten, daB die einzelnen Gruppen einen einheitlichen Ursprung hatten.
Ob letztere das erste Resultat eines Vorganges innerhalb der Art
darstellen, dessen Ende die Auflosung der Art in einzelne selbstindige
Arten bedeutet?

Petzvals Theorie der Tonsysteme.

Herausgegeben vou Dr. phil. L. ErMENyI, Ingenieur in Wien.

Einleitung.

In dem Vorworte zu der in Bd. 50 dieser Zeitschrift veriifentlichten
Abhandlung ,, Theoric der Storungen der Stitzlinien von + Josef Petzval®,
in welchem eine gedriingte Charakteristik dieses Mathematikers enthalten
ist, wird erwihnt, daB derselbe unter den verschiedenen Zweigen der
angewandten Mathematik auch die Akustik bearbeitet und auch darin
Hervorragendes geleistet habe. Hatte er schon im Jahre 1859 eine
Theorie der Schwingungen gespannter Saiten aufgestellt, so beschiiftigte
er sich gegen Ende der 1860er Jahre, wie dies aus den vom Heraus-
geber kiirzlich gefundenen Handschriften hervorgeht, insbesondere mit
folgenden (egenstiinden: Theorie der Tonsysteme, Bildung der Akkorde,
rationelle  Tastatur, mathematische Grundsdtze zur Dildung einer neuen
Harmoniclehre. :

Leider sind durch dic in Petzvals Biographie!) geschilderten be-
klagenswerten Umstiinde auch seine akustischen Arbeiten fast ginzlich
verloren gegangen, und haben sich von manchen nur noch einzelne
Bruchstiicke gefunden. Am verhiiltnismiBig vollstiindigsten sind die
handschriftlichen Aufzeichnungen iiber seine Theorie der Tonsysteme,
wahrscheinlich deshalb, weil sie aus der letzten Zeit seiner lehramtlichen
Titigkeit stammen. Diese Theorie hatte er in den Jahren 1870-—1877
an der Wicner Universitit zum Gegenstande seiner Vortrige gewihlt
die sehr zahlreich besucht wurden, nicht nur weil der Gegenstand neu

1) Dr. Josef Petzvals Leben und Verdienste von Dr. Erményi. 2. wesent-
lich vermehrte Ausgabe. Halle a. S. 1903, W. Knapp. .
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war, sondern auch, weil Petzval, gewohnt selbst den trockensten Gegen-
stand durch seine Vortragsweise fesselnd zu gestalten, der mathematischen
Entwickelung dieser Theorie durch geistreiche Ausfille gegen d’Alem-
bert, Rameau, Helmholtz u. a, sowie durch humoristische Kin-
strenungen eine besondere Anrziehungskraft zu verleihen verstand.

DaB man damals die Ergebnisse seiner akustischen Untersuchungen
fiir bedeutende hielt, geht auch aus dem Umstande hervor, daB im
Jahre 1871 sein fritherer Assistent, der Realschul-Professor Sev&ik, an
der Wiener technischen Hochschule die venia legendi fiir die mathe-
matische Theorie der Tonsysteme und Schwingungen gespannter Saiten
erlangen und darin durch eine Reihe von Jahren eine entsprechende
Lehrtitigkeit cntfalten komnnte. Die Erklirung dafiir kann nur in dem
Umstande erblickt werden, dafl in dem Habilitations-Gesuche ausdriicklich
und auch von der zur Beurteilung desselben eingesetzten Kommission,
welcher Petzvals Leistungen auf diesem Gebiete bekannt sein muBten,
besonders hervorgelioben worden ist, daB Seviik die Vorlesungen
»genau nach Petzval“ zu halten gedenke.

Als Petzval nach Vollendung seiner Tonsysteme sich auch an die
anderen vorgenannten Arbeiten machte, schwebte ihm wohl die Uber-
zeugung vor, daB hiezu ein Musiker von Fach der viel geeignetere
Mann wire, als ein schlichter Mathematiker, der zu dergleichen Dar-
stellungen gar keinen Beruf in sich fiihlt. Er war auch bemiihf, einen
solchen zu gewinnen. Aber da ergab sich die gewiBl sehr merkwiirdige
Erscheinung, daB alle von ihm eingeladenen Musiker, die mathematisch
gebildeten nicht ausgenommen, sich dem Einflusse des herrschenden
chromatischen Tonsystems nicht zu entziehen vermochten und sich mit
einem anderen als dem 12-stufigen System zu befreunden ginzlich auBer
stande waren. So blieb ihm nichts ibrig, als eine solche Darstellung
seiner Studien in ciner den mathematischen Wissenschaften moglichst
homogenen Fassung, wenn auch ohne Beruf, Neigung und Geschick,
selbst zu versuchen, und in einer von den musikalischen Iukonsequenzen
tunlichst befreiten Darstellung wenigstens die Elemente einer mathe-
matischen Harmonielehre aufzustellen, wie sie zum griindlichen Ver-
stiindnisse der Tonsysteme iiberhuupt notwendig sind. Dieser Umstand
ist die Ursache, daB sich Petzval mit seinen musikalischen Ansichten
und den geltenden Anschauungen der Musiker in mancher Beziehung
nicht in voller Ubereinstimmung befindet. Indessen ihm war es auch
gar nicht darum zu tun, in diesen Kreisen irgendwie aufklirend oder
belehrend zu wirken, vielmehr stellte er sich lediglich die Aufgabe, ein
Problem der Akustik auf mathematischem Wege einmal griindlich und
erschopfend zn lésen. Den AnlaB hiezu haben ihm zunéichst die damals
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neuen und epochemachenden Arbeiten von Helinholtz gegeben, der in
seiner Lehre von den Tonempfindungen w. a. auch ein neues 30-stufiges
Tonsystem aufgestellt und dieses an einem Harmonium ,in natiirlicher
reiner Stimmung® praktisch durchgefiithrt hat.

Die Frage der Tonsysteme wollte also Petzval allgemein behandeln
und kritisch untersuchen. Er sagte, daB das beste Tonsystem zu allen
Zeiten der Gegenstand der Bemiihungen der Tonliebhaber war, und daB
denn auch eine ziemliche Anzahl in Vorschlag gebracht worden sei.
Da sie aber alle erbalten worden seien auf dem Wege des Versuches
und des arithmetischen Herumtastens, auf welchem man zwar sehr gute
Tongysteme, ja sogar das beste erfinden, aber nie beweisen kann, daB
man das beste habe, so kinne dieser offenbar sehr interessante Gegen-
stand noch nicht als erledigt betrachtet werden. Es bleibe der mathe-
matischen Analysis vorbebalten, die allgemeine Formel, oder die Formeln,
wenn es mehrere voneinunder verschiedene gibt, anzugeben, in welcher
oder in welchen alle erdenklichen Tonsysteme, sowohl die, welche man
bereits kennt, sowie auch jene, welche man noch nicht kennt, enthalten
sind, wodurch dann die Auffindung des besten unter ihnen sieh als ein
einfaches Maximum-Problem gestaltet.

Die Methoden, die er dabei anwandte, sind durchaus originell, und
sind die gefundenen Ergebnisse ohne Zweifel ein hemerkenswerter Bei-
trag fiir die Tonlehre. Kine nachtrigliche Vertflentlichung seiner Theorie
ist jedenfalls begriindet. Die gefundenen handschriftlichen Awufzeich-
nungen sind im Anfange so gehalten, als ob Petzval die Abhandlung
zur Verbffentlichung bestimmt hiitte, was er auch an der einen und
anderen Stelle ausdriicklich sagt. Aber im weiteren Verlaufe scheint
er diese Absicht wieder fallen gelassen zu haben, zumal die Aufzeich-
nungen immer liickenhafter, unzusammenhingender werden, und schlieBlich
ganz augenscheinlich nur zu dem Zweck gemacht worden sind, fiir den
miindlichen Vortrag als Behelf zu dienen. Druckreif sind also diese
Aufzeichnungen nicht. Es blieb daher nichts iibrig, als dieselben um-
zuarbeiten, beziehungsweise das Skelett aus dem vielen, sonst sehr
interessanten Beiwerke herauszuschiilen, es teilweise zu erginzen, und
so die eigentliche Theorie in ihrer rein mathematischen Form herzustellen.

Die simtlichen gefundenen Handschriften, die sich auf die erwithnten
(Gegenstiinde beziehen, hat der Herausgeber dem Musik-Archiv der Stadt
Wien iibergeben, weil er der Meinung ist, daBl die Gedanken, die Petzval
in seinen Aufzeichnungen niedergelegt hat, nicht spurlos verschwinden
sollten, zumal es nicht ausgeschlossen ist, daB sich einmal ein in der
Mathematik wie in der Musik gleich bewanderter Fachmann findet,
der dieselben verwertet und im Geiste Petzvals weiterfiihrt,
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I. Begriff eines Tonsystems.

Bekanntlich hat ein jeder elastischer Korper mehrere eiufache
Schwingungsreihen, die er entweder einzeln oder auch mehrere zusammen
anzunehmen vermag, und zu denen ebensoviele Tone gehoren. Ihre
Schwingungszahlen in der Sckunde sind die Wurzeln eciner transzen-
denten Gleichung und konnen in eine steigende Reihe, nach einem ge-
wissen Gesetze fortschreitender Glieder geordnet werden. Die erste und
kleinste dieser Schwingungszahlen entspricht dem sogenannten Grund-
fone, die anderen entsprechen den verschiedenen Obertonen dieses
elastischen KGrpers. Z. B. eine wagerecht gespannte, homogene und
iiberall gleich dicke Saite kann eine Reihe von Tonen geben, deren
Sehwingungszahlen in der Sekunde

(1) g; 2;; 3;, 4;; 5:; 6;) 7§)

sind, unter { die Anzahl der Schwingungen des tiefsten oder Grund-
tones verstanden. Hervorgerufen werden diese TOne und zwar der
Grundton durch einfaches Anschlagen der Saite, die Oberténe hin-
gegen, wenn man die Saite in der Hilfte, im Drittel, Viertel ... ihrer
Linge leicht mit dem Finger beriithrt und dann anschligt. Sie heilen
auch Aliquot- oder Flageolett-Tone. Der erste Oberton, dem die
Schwingungszahl 2§ angehort, hat die Eigenschaft, das menschliche Ohr
beinahe auf dieselhe Weise anzuregen, wie der Grandton selbst, daher
man in einem jeden Tongebilde einen derselben fir den anderen setzen
kann, ohne den Charakter dieses Tongebildes wesentlich zu #ndern.
Deshalb werden auch m der Musik beide mit cin und demselben Namen
bezeichuet. Heift = B. der eine C, so heilt der undere ebenso.

Daher folgende allgemeine Regel: Man lann dic Schwingungseall
& eines beliebigen Tones ein oder auch mehrere Mal wmit 2 multiplizieren
oder dividieren, ohne dew Numen des Tones asu indern. Gehort alsv die
Schwingungszahl § zum Tone X, so gehort auch die Schwingungszahl
27t zu einem Tone namens X, unter n eine beliebige positive oder
negative ganze Zahl verstanden.

Das zweite dieser beiden X heibt nach dem musikalischen Sprach-
gebrauche die n' Oktave des ersten, das Warum ist hier micht wesent-
Lich. Hieraus folgt unmittelbar, daB die unter (1) aufgezeichneten
Tone einer Saite nicht alle verschiedene Namen tragen, sondern in
Gruppen mit einem und demselben Namen zerfallen. Insbesondere ge-
hioren die Schwingungszahlen: §, 2f, 4f, 8¢, 16¢, ... alle zu Ténen
einerlei Namens, z B. namens C, und diese T6ne heillen: Grundton,
1%, 2, 3t und hohere Oktave von C.
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Ebenso tragen alle Téne mit den Schwingungszahlen 3¢ 68 12¢,
24¢, ... einerlel Benennung (+; zu ihnen gehdrt auch der Ton mit

:; Schwingungen in der Sekunde, wiewohl er in der Reihe (1) nicht

yorkommt, mithin kein Oberton der Saite ist, und da :g zwischen §

und 2§ enthalten ist, so fiillt dieser Ton in den Bereich der 1t QOk-
tave und heilt Quinte des Grundtones C. Hieraus folgt, daB allgemein
die Schwingungszahl der Quinte aus jener des Grundtones erhalten wird

durch Multiplikation mait —:;’

So -hat also die Quinte von 'G oder die zweite Quinte von C die

Schwingungszahl %:§=Z— g Dieser Ton wird samt den Ténen mit

%*, 136{:, _% &y : g 9¢ 18¢, ... Schwingungen in der Musik mit D
bezeichnet und der erste von ihnen die Sekunde des Grundtones C ge-

nannt. Zu diesem (' gehBrt ferner ein Ton, von welchem das C die

Quinte ist, seine Schwingungszahl ist ;{;. Dieser Ton heifit I, seine

Oktave hat %—g Schwingungen und wird die Quﬁrte des Grundtones

genannt. Obschon kein Oberton der Saite, steht er mit dem Grundton
doch in naher Verwandtschaft, weil C ein Oberton von I’ ist.
In der Reihe (1) befinden sich noch die Schwingungszahlen

5¢, 10¢, 20¢, ...

Die ihnen entsprechenden Tone heiBen alle E. Zu ihnen gehért auch
der in die erste Oktave fallende mit %; Schwingungen, welcher die

grofe Terz des Grundtones genannt wird. Man erhdlt mithin die
Schwingungszahl der groBen Terz aus jener des Grundtones durch

Multiplikation mit *;’

Endlich werden in der Reihe (1) auch Schwingungszahlen 7¢, 14§,

28¢, ... wahrgenommen. Die diesen Zahlen entsprechenden Tiéne nennt
Petzval Ads. Zu ihnen gehirt auch der Ton mit %g Schwingungen

in der Sekunde, der ebenfalls in den Bereich der ersten Oktave fillt,
und den er die reine Septime des Gruudtones nennt.!)

1) Hier weicht Petzval von der allgemein gebriiuchlichen Bezeichnungsweise
wesentlich ali.  Nach dieser versteht man unter ais den Ton mit der reinen
I < -
g 128 und nennt ihn die ibermiBige Sexte; die Tone

5
Schwi 202z
chwingungszahl 5 9d 72
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Um die Aufzihlung der dem Grundtone verwandten Tone voll-

stindiger zu machen, ist noch zu bemerken, daB die Quinte G auch

. . . . b 3 1 .
eine groBe Terz besitzt mit der Schwingungszahl et 8" §; sie

heifit H.
Auch die Quarte ¥ besitzt eine groBe Terz mit der Schwingungszahl

5 4 5 o
4 3—§ =, £, Sie fithrt den Namen A.

Stellt man nun die aufgezihlten, dem Grundtone C verwandten
Tone, die simtlich in der ersten Oktave enthalten sind, in eine Gruppe
zusammen, geordnet nach ihren Schwingungszahlen, von der kleinsten
angefangen, so erhilt man die Tonreihe:

¢c D E F G 4 H C
@ ¢ 56 36 56 38 3F Hb 2

Hier fehlt die Septime mit der Zahl von ;é Schwingungen. Sie wiirde

den Platz zwischen 4 und H einnehmen und nach dem in der Musik
angenommenen Bezeichnungsgebrauche Aés, d. h. erhGhtes A4, heiien
ist aber nicht eingeschaltet worden, weil sie auch in den herrschenden
Tonsystemen der modernen Musik eigentlich nicht vorkommt.

Diese hier angefiihrten Tone bilden eine kleine, nur aus 7 Noten
bestehende Melodie, welche nicht gar so iibel klingt und den Leuten
nur deshalb unangenehm ist, weil sie sie gar zu oft horen miissen.
Demungeachtet bildet sie aber doch ein schon deshalb merkwiirdiges
Liedchen, weil es nach Belieben heiter oder schwermiitig klingt. Heiter,
lustig, munter, hart (dur), wenn man es in der Ordoung (2) der Téne
von C angefangen absingt. Traurig, weich (moll), wenn man es von
A anfingt und in der Ordnung

4 T ¢ D rE F G 4
9 6 27 3 8 9
®) nogM M g% M 3 U 2W
abspielt. Unter den Tonen stehen auch hier dieselben Schwingungs-

zahlen wie in (2), nur % anstatt %g gesetzt und reduziert auf die
1. Oktave.

k und b heiflen Septime, und zwar % mit der reinen Schwingungszahl % die

. . . . 4 . .
groBe Septime, und b mit der reinen Schwingungszahl % . % = -g— die kleine
Septime.
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Die Reihe (2) heiit die C-Dur-, die Reihe (3) hingegen die A-Moll-
Tonleiter (Skala) und heiflen in denselben heziehentlich

der 1. 2, 3. 4, 5. 6. T 8. Ton
Prim Sekunde Terz Quarte Quinte Sexte Septime Oktave.

Die Tonabstinde in diesen 2 Tonleitern sind selbstverstindlich nicht
dieselben. Mithin gibt es mehlrerlei Terzen, Quarten usw., verminderte,
kleine, groBe, iibermilige usw., was in die musikalische Nomenklatur
einige Verwirrung zu bringen geeignet ist. Bei der Lisung des arith-
metischen Problems jedoch, die hier angestrebt wird, kdnnen wir sie
abseits lassen. Nur soviel ist notig zu erwihnen, dafl die kleine Terz
der Moll-Tonleiter als dritter Ton in derselben entrommen ist und die

Schwingungszahl %1} hat, wihrend die groBe Terz der dritte Ton der

Dur-Tonleiter ist mit der Schwingungszahl g;.

Auch kann erwihnt werden, daB die Moll-Tonleiter nicht immer
die (3) gewesen ist. Unter Papst Gregor dem GroBen, der anstatt der
griechischen die jetzt noch iiblichen Buchstabenbenennungen einfiihrte,
wurde sie so: A. B, C. D. E. F. G. A gesungen, wobei unter B das
heutige H verstanden wurde. Die moderne Musik hingegen braucht
nur im Absteigen die Form (3), im Aufsteigen aber einen Zwitter aus
halb Dur, halb Moll

Ungeachtet der allgemeinen Abneigung gegen die beiden Ton-
leitern bleibt es aber doch Tatsache, daB die sieben verschiedenen Tone
derselben sowohl nacheinander, als auch mehrere derselben mit Auswahl
gleichzeitig angeschlagen, einen dem Ohre angenehmen Eindruck her-
vorbringen. Mehrere gleichzeitig erklingende Ttne geben einen Akkord.
So gibt der Grundton mit der grolen Terz und Quinte einen Akkord

C E G
5 3

in dem die Schwingungszahlen im Verhiltnisse 4, 5, 6 zu einander
stehens er wird der C'Dur-Dreiklang genannt und gilt mit allen seinen
Versetzungen und insbesondere in der Ordnung der Téne C, G, E und
dem Verhiltnisse 2, 3, 5 der Schwingungszahlen fiir den angenehmsten
oder konsonantesten aller Akkorde.

Solcher Dur-Dreiklinge lassen sich aus den sieben Tonen der Skala
noch zwel bilden, nidmlich:

G H D ¥ 4 C

3 15 9 und 4 5
'2§ 'gg ;C ’gg 3’5 2¢,
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ihre Sehwingungszahlen stehen ehenfalls im Verhiiltnisse 4, 5, 6. Diese
Akkorde heiflen daher der (G-Dur- und der J“Dur-Dreiklang. Alle be-
stehen .aus: Grundton, groBe Terz und Quinte, nur ist im ersten der
Grundton C, im znweiten (7, im dritten F, T8ne, von welchen der erste
oder Grundton C auch Tonika, der zweite G die Oberdominante, der
dritte ¥ die Unterdominante heiBit. Die Tonleiter ist mithin zusammen-
gesetzt aus den Bestandtdnen dreier Dur-Dreiklinge.

Auch in der Molltonleiter kann aus Grundton A4, kleiner Terz C
und Quinte F ein Dreiklang, der auf das Ohr einen angenehmen Ein-
druck macht, gebildet werden; sein Klang ist aber weich (moll), diister,
melancholisch, und es kénnen auch hier wieder 3 solche Molldreikliinge
aus den 7 Ténen der Skala zusammengestellt werden, ndmlich:

4 C E D I A r ¢G. H
6 3 271 8 . und 3 g9 g
Ty g 9N W 27 21 gn W

Die Tone des ersten und dritten unter ihnen stehen genau im Ver-
hiiltnisse der ganzen Zahlen 10, 12, 15. Diese Akkorde klingen gut.
Der zweite derselben hat aber die Tdne in etwas anderen Schwingungs-
verhiltnissen und klingt auch minder gut. Das Verhiltnis 10, 12, 15
ist aber samt dem Wohlklange wieder hergestellt, wenn man anstatt

des Tones D mit Z—;n Schwingungen einen anderen, d mit %77 Schwin-
gungen setzt, der die genaue Quarte des Grundtones A ist. Dieses d
18t = % D, mithin sehr wenig von I) unterschieden.

Die Theorie verlangt also zum vollstindigen Wohlklang der C-Dur-
und A-Moll-Tonleiter und der darin enthaltenen Dreiklinge sehr nahe
aneinanderliegende Tone [) und d, ein Fall, der sich auch bei anderen
Anlissen Ofter wiederholt. Nebst diesen 6 Dreiklingen ist auch in
der Musik von Wichtigkeit der Septimenakkord, der aus Grundton, der
groBen Terz, Quinte und Septime zusammengesetzt ist:

¢ E G Ais

A

Die Schwingungszahlen dieser Toue stehen in dem einfachen Ver-
hiltnisse 4, 5, 6, 7. Dieser vierstimmige Akkord hat die besondere
Eigenschaft, daB nach ihm der Dreiklang ¥'AC besonders gut klingt,
s0 daB er denselben vorzubereiten, zu verlangen, gewissermafien dazu
zu leiten scheint, und namentlich ist es die Septime, die ihm diesen
Charakter verleiht, die daher auch der harmonische Leitton heibt, oder
mindestens heiBen sollte.
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Der Septimenakkord scheint leine neue Entdeckung zu sein. Im
Altertume unbekanut, kommt er auch in der Kirchenmusik Palestrinas
noch nicht vor. In der neueren Musik findet er sich entschieden
hiufiger, als irgend ein anderer. Nur wird in demselben die reine
Septime Ais durch einen anderem, wesentlich verschiedenen Ton I3 er-
setzt, wodurch er einen schiirferen Klang bekommt, dabei aber seinen
oberwihnten Charakter nicht wesentlich veréindert.

Es kommen in der Musik sehr viele verschiedene Akkorde vor;
die hier zur Sprache gebrachten drei, nimlich der Dur-Dreiklang, der
Moll-Dreiklang und der reine Septimenakkord, deren Tone beziehentlich
in den Verhdltnissen 4, 5, 6, dann 10, 12, 15 und endlich 4, b, 6, 7
stehen, sind die einzigen vorzugsweise wohlklingenden, welche man
mit dem Namen konsonante Akkorde belegt; die iibrigen sogenannten
dissonanter Akkorde sollen an einem anderen Orte zur Sprache gebracht
werden.,

Nicht nur in Akkorden, sondern auch nacheinander erklingend,
erregen die Tone der zwei in Hede stehenden Tonleitern eine angenehme
Empfindung, und es gibt eine grofie Mannigfaltigkeit von Gestingen,
die vorzugsweise aus den Tonen derselben zusammengesetzt sind, und
die man auch durch Begleitung mit den eben angefithrten Akkorden
verschinert. Man sagt von ihnen, daB sie je nach ihrem Charakter,
ob heiter oder diister, und je nachdem die Begleitung mit Dur- oder
mit Moll-Akkorden vorzugsweise stattfindet, aus C-Dur oder A-Moll
gedichtet seien.

Anstatt des Grundtones C kann man auch einen jeden beliebigen
anderen wihlen und auf demselben eine Tonleiter griinden, gleichviel
ob er in der C-Dur-Skala enthalten ist oder nicht. Man hat nur die
gegebene Schwingungszahl dieses neuen Grundtones anstatt § in die
Reihe (2) einzusetzen, um die Schwingungszahlen der neuen Tonleiter
zu erhalten. Es sei z. B. D der neue Grundton mit der Schwingungs-

zahl %;, so erhiilt man, %C statt § setzend, die neue D-Tonleiter
D e Fs G a H Cs D
9, 81, 45, 3. 21, 16, 135, 9
8% wif omb gb bt Wt gb
Vier Tone derselben, /), G, H, D, sind auch in der C-Skala ent-

halten, der zweite, mit der Schwingungszahl Zig versehen, ist mit dem E

der (-Tonleiter, welches die Zahl g{; trigt, beinahe identisch. Nennt

. . e 81 . . . .
man ihn also e, so ist = 80" Ebenso ist der fiinfte mit a bezeich-
Zeitschrift f. Mathematik u, Physik. 51 Band. 1804. 3 Heft, 19
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nete bemahe das A der C-Skala, und es lst w1ede1 had =%(1]—- Die

beiden mit Fis und Cis bezeichneten Tone endlich smd von allen in
der C-Tonleiter enthaltenen wesentlich verschieden und liegen beziehent-
lich zwischen [' und @, und zwischen € und 1), mit der gev&issen
Bedeutung eines erhdhten I und erhéhten C.

Ahnliche Bewandtnis hat es nun. mit allen von verschiedenen
Grundténen ausgehenden Tonleitern. Sie bestehen teils aus Ténen, die
auch schon in anderen Tonleitern vorritig sind, mitunter aus wesent-
lich verschiedenen, aber oft auch aus-solchen, die von den Tdnen
anderer Skalen nur sehr wenig abweichen. Diese letzteren bilden nun
ein sehr listiges Tonproletariat, welches, wenn zugelassen, in der miusi-
kalischen Praxis sowohl wie auch in der Theorie storend auftritt, in-
dem es bei einigen Instrumenten eine Unzall beinahe gleichklingender
Saiten, bei andern eine Unzall von Biinden verlangt, dic beinahe an
dieselben Stellen. des Griffbreftes fallen usw., und was das schlimmste
tst, eine Unzahl von Tomnamen und -zeichen erheischt, welche die
Elemente der Tonschrift in eine Art chinesischen, nniibersehbaren
Alphabets verwandeln wiirden. . Es ist daher immer fiir wichtig er-
achtet worden, diese beinahe gleichlautenden Téne zu beseitigen.

7u diesem Zweeke ist das niichstliegende, uuerst sich darbietende
Verfahren folgendes: In der C-Leiter kommt der Ton A als groBe

. . 5 .
Terz von F vor mit der Schwingungszahl £ In der I)-Leiter er-

¥

e . . 1 27
scheint ein dhnlicher @ als Quinte von I mit der Schwingungszahl 165
. 5 . 1 . .

die von .—?;g nur um TBC abweicht. Beide schafft man ab, und ersetzt
. . . ' . L 161 .
sie durch einen einzigen Tou A’ mit der Schwingungszahl TR die

zwischen *-C, und ~§ liegt und von jeder dieser heiden Zahlen nur

mehr um —§ verschieden ist.

Dieses. Verfilschen der Tone nennt man in der  Kunstsprache
temperieren, und es ist nunmehr 4° sowohl die verfilschte oder tempe-
rierte Terz von F, wie auch .die temperierte Quinte von D. Und es
heifit diejenige von der Einheit nur sehr wenig abweichende Zahl, mit
welcher man die reine Terz, Quinte, Septime usw. multiplizieren mu8,
um die temperierte Terz, Quinte, Septime usw. zu erhalten, die Tempe-

ratur die%er reinen Terz, Quinte, Septime usw. So ist im gegenw'zirtigen
Bexqplele Teo die Temperatur der Terz A von F, und & oo L die Tempe-
ratur der Qumte « von D).
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Die Notwendigkeit des Temperierens wiederholt sich sebhr oft;
denn die Musik bendtigt die Tone mehrerer Tonleitern teils um der
Hihe der menschlichen Stimme, die sie zu begleiten hat, gerecht zu
werden, hauptsiichlich aber, weil sie durch den Ubergang zu den
Akkorden anderer Tonleitern ihre schonsten und iiberraschendsten
Wirkungen erzielt. Jede neue Tonleiter erheischt aber in der Regel
auch neue Tone, die mitunter von den Ténen bereits vorhandener und
im Gebrauche stehender Tonleitern sehr wenig abweichen und deshalb
nicht durch einen besonderen Aufwand von Klangmitteln, z. B. Saiten,
Binde usw. erzeugt, sondern lediglich durch Temperieren hergestellt
werden. Nur geschieht dasselbe nicht in der hier auseinandergesetzten,
etwas primitiven Weise, weil es meistenteils anch nicht 2 Tone sind,
die einen gemeinschaftlichen Repriisentanten erhalten, sondern mehrere.
Es spielt dieser Repriisentant einem dieser Téne gegeniiber die Rolle
einer temperierten kleinen Terz, zum dritten stellt er eine temperierte
Quinte, zum vierten eine Septime dar.

Hierbei ist es nun freilich unerlidBlich, daf ein jedes der so
temperierten Intervalle etwas von seiner Reinheit abgebe; jedoch soll
dies in rationeller Weise so eingeleitet werden, daB der Gesamtbetrag
der so gebrachten Opfer ein moglichst kleiner sei, das leiBt, daB die
Temperaturen der stimtlichen Reintone moglichst wenig von der EKin-
heit abweichen. FEinen Ton, der von demjenigen Reintone, den er
vorzustellen berufen ist, in merklicher, leicht hérbarer Weise abweicht,
nennen die Musiker in ihrer Kunstsprache nicht mehr einen tempe-
rierten Ton, sondern einen hewlenden Wolf.') So wird z B. ein Ton,

81 . Sy 1
dessen Temperatur .o ist, mithin um & oder um noch mehr von der

Einheit abweicht, bereits zu den heulenden Wolfen gezihlt. Dieser
Abstand von der Reinheit wird ein Komma genannt.

" Hat man nun auf dem Wege des Temperierens die sehr nahe an-
einander liegenden Tone beseitigt, so bleiben offenbar nur solche iibrig,
die sich in betrdchtlichem Abstande von den Werten ihrer Schwingungs-
zahlen befinden. Diese liegen aber vermdge der vorgenommenen
Reduktion auf der ersten Oktave zwischen § und 2, konunen somit

1) Diese Bezeichnung entspricht dem historisch-mathematischen (physikalischen)
Standpunkte. Heute nennen die Musiker einen solchen Ton schlechtweg einen
Jalschen. Unter heulendem Wolf verstehen sie den einem Instrumente infolge
eines Material- oder Konstruktionsfehlers zufillig anhaftenden unreinen Ton, wie
z. B. bei der Orgel, wenn das Spielventil nicht ordentlich schlieBt, oder bei Blas-
instrumenten, wénn sie noch nicht gentigend warm geworden sind usw. Dieses
ist der moderne physiologische (akustische) Standpunkt; den historisch-physi-
kalischen hat man anfgegeben.

19*
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nicht anders” als In beschriinkter Anzall vorhanden sein. Sie stellen
sozusagen das Tonalphabet vor, und man nennt ihren Imbegriff ein
Tonsystem.

II. Das 12-stufige, chromatische Tonsystem.  Seine Eigenschaften.

Der Begriff' des besten Tonsystems ist ein relativer, insofern ver-
schiedene Tonliebhaber auch verschiedene Anforderungen an ein solches
stellen werden, je nach dem Instrumente, das sie behandeln, je nach
dem Zwecke, den sie verfolgen, und der entweder sein kann, praktische
Musik zu machen oder theoretische Forschungen anzustellen, ferner je
nachdem sie einer Notenschrift bediirfen oder nicht usw.’ :

Die Allgemeinheit der mathematischen Untersuchung verlangt, daf
wo moglich alle diese Anforderungen beriicksichtigt werden. Man muf
sich daher vor allem die Frage stellen: Welches sind die wiinschens-
werten Higenschaften eines guten Tonsystems? Die Antwort daranf
findet man am leichtesten, wenn man sich irgend ein Tonsystem, etwa
das herrschende, als Beispiel vorlegt und untersucht. Hiedurch wird
man ndmlich mit einem Male in medias res versetzt, und lernt die Vor-
zlige kennen, die beizubehalten oder wenn miglich noch zu steigern
wiinschenswert sind, und die Mingel, welche man entweder ganz zu
vermeiden oder wenigstens zu verringern streben wird.

Das gegenwiirtig allgemein libliche, im Klavier verkérperte Ton-
system besteht aus nur 12 Tonen; sie sind der Reihe nach mit ihren
Schwingungszahlen:

C Cis D Dis K F Fs G Gis A B H C
t ab e?t &Pt otf &t oSt o't Pt &®C «'°f «''f a'?f=2f

Mithin ist &2 = 2, also « — }/2 — 1,05946.

Diese Zahlen stehen in einer geometrischen Progression, die nuch
ins Unendliche fortgesetst werden kann, aber darum doch nur diejenigen
Téne liefert, die in der ersten Gruppe von zwdélfen enthalten sind, und
zwar in derselben Ordnung; denn es ist =o' ¢f = 2af = Cis,
el = o' k¥t = 24%f = D usw., was also dieselben T'6ne in der zweiten
Oktave gibt. Man kann sie sich in einen Kreis wie die 12 Ziffern
eines Uhrzifferblattes angeordnet denken, und kann jetzt von jeder be-
liebigen unter ihnen anfangend sehen, daB auf dieselbe Weise, wie die
zweite Gruppe aus der ersten gebildet wird, auch die dritte aus der
zweiten, die vierte aus der dritten usw. und schlieflieh die erste aus
der letzten hervorgeht. _

Ahnlich wie diese 12 Bestandténe bilden auch die Quinten einen
in sich zurlickkehrenden Kreis, der von einem beliebigen Tone als
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nulltem geziihlt der siebente ist, niimlich die Quinte dieses nullten. Das
gibt den Quintenzirkel:

C G D A E H Fis Cis Gis Dis B F C,

nach welchem offenbar dieselbe Reihe von Quinten abermals erscheint.

Auch die Terzen schliefen sich zyklisch zusammen, es sind dies
jedoch kleinere, aus nur einigen der 12 Tone gebildete Kreise. Die
grofen Terzen bilden deren 4, nimlich:

¢ E Gis C
Gs F A Us
D Fis B D
Dis ¢ H  Dis.
Die kleinen Terzen ergeben hingegen deren 3, niimlich:
C Dis Fis 4 C
Cis E G} B Cis
D F Gis H D.

Es gehen mithin 3 groBe und 4 kleine Terzen auf die Oktave.

Da zu jedem der 12 Tone die Quinte, die kleine und die grofie
Terz unter eben den 12 TOnen gefunden wird, so kann man auch iber
jedem derselben als Grundton einen Dur- und einen Moll-Dreiklang
konstruieren, und da aus je 3 solchen Dreiklingen eine Tonleiter ge-
bildet .werden kaun, so ergeben sich aus nur 12 Tonen 12 vollstindige
Dur- und 12 vollstéindige Moll-Tonleitern, was unstreitig eine bedeutende
Leistung mit wenigen Mitteln ist, die hauptsichlich durch den Umstand
miglich wird, daB das Tonsystem ein in sich zurtickkehrendes ist, and
infolgedessen ein jeder Ton in allen mdglichen Eigenschaften erscheint
und Dienste leistet, einmal als Grundton, dann als Quinte eines anderen
Grundtones, dann als grofie Terz eines dritten, ferner als kleine Terz
eines vierten usw. Diese Eigenschaft des in sich Zuriickkehrens ist
also eine wiinschenswerte, wenigstens insofern, als unter sonst &hnlichen
Umstinden das in sich zuriickkehrende Tonsystem vor einem anderen
den Vorzug verdient.

Eine in &hnlicher Weise schitzbare Eigenschaft ist das Fortschreiten
der Tone in geometrischer Progression. Sie werden dadurch im musi-
kalischen Sinne, das heiBt nach dem Urteile eines geiibten Gehors, iqui-
distant, und das aus solchen #quidistanten Tonen zusammengesetzte
Tonsystem bietet vor einem anderen #hnliche Vorteils, wie ein in gleiche
Teile eingeteilter MaBstab vor einem anderen mit ungleicher Teilung.
Es erhalten alle gleichnamigen Intervalle einerlei Wert, alle Quinten,
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groBen und kleinon Terzen usw. werden gleich, d. h. entweder gleich
rein, oder gleich temperiert, alle Akkorde, alle Tonleitern haben, ab-
gesehen von der Tonhdhe, einerlei Klang und stellen eben darum im
Grunde auch nur eine einzige Leiter vor, und ein jedes Tonstiick klingt,
in jeder beliebigen Tonart vorgetragen, gleich gut oder gleich iibel.
Ob sich aber die reine Tonleiter, die doch offenbar im Tonsysteme
méoglichst getreu wiedergegeben sein sollle, mit der Einteilung in
gleiche Teile iiberhaupt, und mit der 12-Teilung insbesondere vertrage,
is% erst die Frage. Untersucht man, um hieriiber vorliufigen AufschluB
zn erhalten, die reine Dur-Tonleiter (2), so gewahrt man in derselben
mehrerlei Abstinde nichster Nachbarténe voneinander. So stehen C

und D und ¥ und G, ebenso A und A im Verhiltnis % zuelnander.

Diesen Abstand nennt man einen grofBen ganzen Ton. In dieser Weise
besteht zwischen ) und E, desgleichen zwischen G' und A das Ver-

hiiltnis % der Schwingungszahlen. Dieser Abstand wird ein Kleiner

ganzer Ton genannt. Zwischen £ und F, ebenso zwischen H und C

18t das Verhiltnis i—: ,

noch endlich die ebenfalls wichtige kleine Terz mit dem Schwingungs-

was ein grofBer Halbton heiBt. Beachtet man

verhiltnisse Z gegen die groBe Terz mit Z , 80 stehen diese beiden
25
24’

Die Oktave wire mithin aus 3 groBen ganzen, 2 kleinen ganzen
und 2 groBen Halbtdnen zusammengesetzt. Das 12stufige Tonsystem
hebt den Unterschied zwischen groBen und kleinen Ganz- und Halbhténen
auf und unterscheidet nur ganze und halbe T6ne schlechtweg, 1i8t mit-
hin die Oktave aus 6 ganzen oder 12 halben Tonen bestehen, was, als
erste Anniiherung betrachtet, auch ohne Widerrede mathematisch korrekt

Terzen im Abstande der ein kleiner Hualbion heiBt.

ist. Natiirlich ist von diesen Ténen keiner rein, sondern es sind alle
mehr oder minder temperiert. Um zu sehen in welchem MabBe, berechnet
man ihre Schwingungszahlen. Sie sind:

C =¢ Fis =aff=141421¢

Cis = f=100946f G =a7¢f=149831¢

D =&t =1,12246¢ Gis =8¢ = 1,58740¢
4 Dis = *f = 1,18921¢ 4 =% =1,68179¢

E =ea't=125992¢ B =« =1,78180¢

F =aft=133484f H = o''ft=188775¢.
Es sei nun die Temperatur der Quinte, das heiBt diejenige der Einheit

nahe Zahl, mit welcher die Schwingungszahl der reinen Quinte —Z—g mul-
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tipliziert werden muB, um die Schwingungszahl der temperierten Quinte
des Systems zu erhalten, ¢, so ist:

3 . - 1 885
5 @ = 1,49831, mithin ¢ =1 — 386 = 886 -
Diese Temperatnr ¢ gilt fir alle Quinten wegen der absoluten Gleich-
heit aller gleichnamigen Intervalle. .-
Nennt man ebenso die Temperatur der groBen Terz T, so ist:
S . ,
1797

5 o
o T=1,25992, mithin T'=1+ { .= ..

Die Temperatur der kleinen Terz sei mit ¢ bfezeichnet; es wird
denn fiir alle kleinen Terzen des ganzen Systems:
6 gy 1 110
Endlich sei die Temperatur der Septime, welche die reine Schwin-
gungszahl Zéz 1,75¢ besitzt, die nur mit der ‘Sch-wingungszahl des

Tones B im Verzeichnisse (4), nimlich 1,78180f vergleichbar ist, s,
go wird: = g . P
1§ = 1,78180, mithin s = I+ 5=

Man sieht hier, daB im 12stufigen Tonsysteme die Quinten der

Reinheit séhr nahe kommen, die Terzen sind zwar eben noch nicht

heulende Wolfe, aber sehr nahe daran auf diese Benennung Anspruch

machen zu diirfen. Die Septime endlich ist entschieden ein heulender

Wolf, vorausgesetzt, daB man den Ton B wirklich als den Reprisen-

tanten des sechsten Obertones von € mit der Schwingungszahl —Z—Z an-

sieht. Nach einer anderen Ansicht kommt man dem eigentlichen Sach-
verhalte aber am nichsten, wenn man annimmt, daB die reine Septime
in dem 12stufigen Tonsysteme, welches auch das chromatische heiBt, gar
nicht vertreten sei, und daB dieser Ton B gar kein Reprisentant der

reinen Septime mit der Schwingungszahl {g sel, sondern der eines

anderen Reintones mit der einfachen Schwingungszahl %é’, der vermige
dieser Einfachheit #hnlich der kleinen Terz mit der Schwingungszahl
%C, S0 wie ‘diesg, eine selbstindige Rolle in der Musik zu spielen be-

rufen ist. Die Theorie wiederspricht indessen dieser Amnsicht, indem sie
dieses 3 des chromatischen Systems fiir den wirklichen Reprisentanten
der reinen Septin_le erklirt und somit zu einem heulenden Wolfe macht.
Das soll in der Folge gezeigt werden.
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Alle diese, denselhen Namen tragenden Intervalle sind auch gleich
temperiert, was sich, wie man sagt, dadurch kennzeichnet, dall sie mit
den ihnen entsprechenden Reintonen zugleich angeschlagen, gleichviel
Schwebungen héren lassen. Darum nennt man dieses Tonsystem auch
ein gleichschwebend lemperiertes. Dies ist aber irrig; die Anzahl der
Schwingungen ist vielmehr der Schwingungszahl, der Tonhdhe propor-
tional, und wenn man daher das chromatische System oder irgend ein
ahnliches gleichschwebend temperiert nennt, so ist dies nur in dem-
sclben Sinne richtig, in welechem man dasselbe auch gleichstufiy nennen
kann.

Es dient vielleicht zur Klarheit, besonders fiir diejenigen Leser,
die mehr mathematisch als musikalisch gebildet sind und fiir welche
diese Abhandlung vorzugsweise verfaBt ist, zu bemerken, daBl der Be-
griff von Intervall und Stufe ein anderer ist in der Musik als in der
Geometrie. Sind nimlich M und M  Punkte einer geraden Linie,
z upd z” ihre Koordinaten, so ist bekanntlich z" — z das zwischen
thnen vorhandene geometrische Imtervall —Sind hingegen 2 und =z
Schwingungszahlen zweier Ttne statt Koordinaten, so ist das musi-

kalische Intervall zwischen diesen Tonen . Im ersteren Sinne sind

also Punkte, denen Koordinaten z,, x,, z,, #;, ... entsprechen, dqui-
distant, wenn z, — z, = 2, — 2, =z, — z, ... besteht, d. h. wenn diese
Koordinaten eine arithmetische Progression bilden; in der Musik hin-
gegen sind Toéne mit diesen Schwingungszahlen &Aquidistant, wenn
o G R
xﬂ x]. x?
Progression stehen.

Nennt man hiemit im Zusammenhange z die Schwingungszahl
eines Tones in einem temperierten Tonsysteme und 2 die Anzahl der
Schwebungen in der Sekunde, die derselbe mit dem Reintone macht,

den er darzustellen berufen ist, so ist das System ein gleichschwebend

- ist, d. h. wenn diese Schwingungszahlen in geometrischer

temperiertes, wenn nicht #, wohl aber % eine konstante GroBe ist, die

nur flir verschieden benannte Intervalle: Terz, Quinte, Septime, ...
andere und andere Werte anzunehmen vermag.

Gegeniiber den Vorteilen des 12stufigen Tonsystems sind indessen
auch Schattenseiten desselben zu verzeichnen, sogar solche, dafl Petzval
nicht anstand, dieses heute allgemein verbreitete System keineswegs als
das beste zu erkliren, nicht etwa in der Absicht, dieses durch ein voll-
kommeneres zu ersetzen, was er fiir ein ganz aussichtsloses Beginnen
hielt, sondern bloB um zu zeigen, daB die wissenschaftliche Unter-
suchung unabhingig von der allgemeinen Anschauung ihre eigenen
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Wege gehen muB, und um fiir den Fall, als vielleicht dereinst doch
durch michtige und langandauernde Einfliisse eine zweckmiBige, all-
gemeine Reform der Musik moglich werden sollte, die Vorarbeiten zu
liefern, welche die Art und den Umfang einer solchen Reform zu be-
stimmen haben.

Die Vereinfachung des Tonalphabets und Zurtickfiihrung desselben
auf moglichst wenige, z. B. auf nur 12 Téne, wie im chromatischen
Systeme, ist allerdings ein Vorteil; es kann aber in der Verein-
fachung auch zu weit gegangen sein. Wenn man beispielsweise das
Alphabet der deutschen Sprache dadurch vereinfuchen wollte, daB man
Buchstaben von #hnlichem Klange, wie b und p, d und t, f, v und
w usw. je durch ein einziges Zeichen ersetzte, so wire dies offenbar
eln zu weit getriebenes Vereinfachungsbestreben, weil man dann nicht
mehr imstande wiire, den richtigen Laut der Worte in der Schrift
wiederzugeben. In #hnlicher Weise kann auch in der Vereinfuchung
des Tonalphabets durch Reduktion auf nur 12 T®ne zu weit gegangen
sein, wenn dadurch Tonmangel erzeugt ist, infolge dessen wichtige Inter-
valle und brauchbare Akkorde ausgeschlossen und gewisse musikalische
Wirkungen und Feinheiten unerreichbar werden und wenn ferner der
Wohllaut der Akkorde dadurch beeintrichtigt wird. Beides ist wirklich
der Fall.

Wie bereits bemerkt worden ist, schlieBt das chromatische Ton-
syslem den sechsten Oberton des Grundtones, die reine Septime nim-

lich, die auf die erste Oktave reduziert das Schwingungsverhiltnis %
hat, aus und ersetzt denselben im Dominant-Septimen-Akkord durch
einen heulenden Wolf. Hiemit wird aber nicht nur das Intervall Z,
sondern werden alle Intervalle, die durch einfache Briiche von der Form
% ausgedriickt werden und wo entweder der Zihler oder der Nenner

die Primzahl 7 ist, ausgeschlossen. In der Tat stehen die Schwingungs-
zahlen der 4 Téne des Dominant-Septimen-Akkordes, z. B. G, H, D,
Fis im Verhdltnisse der Zahlen 4, b, 6, 7. Fehlt mithin der vierte

Ton Fis, so fehlt zu G das Intervall Z, mithin auch seine Erginzung

S, die mit © multipliziert das Produkt 2 gibt. Da aber

das System iiber jedem seiner Bestandténe konstruiert ist, so fehlen

zur Oktave: 8

. 7T 8 . .
die Intervalle - nicht nur zu &, sondern zu jedem anderen Tone

im ganzen Systeme itberhaupt. Zu H hat Fis das Schwingungsverhiltnis Zﬁ ,

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



208 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

. X 10 . - . .
dessen Ergiinzung zur Oktave — ist. Da Eis nicht vorhanden ist, so

sind auch die Intervallo 'Z . —1;:)— im Systeme nicht vorhanden. Zu D

endlich steht Fis im Schwingungsverhiltnisse »;, dessen Erginzung

' 1,‘? ist. Mithin fehlen im chromatischen Systeme die Intervalle:
8 7 10 7 12
7T 5 7 & 71

SR

Nun ist aber erfahrungsmifig eine Tonverbindung dem Gehdére
desto fuBlicher, in je einfacheren Zahlenverhiltnissen ihre Bestandtine

stehen, weshalb die durch sehr einfache Briiche 7—; ausgedriickten Inter-

valle in der Musik die meiste Wichtigkeit haben. Die wichtigsten sind:

3 4 6 B
] 5 g7

crlw!

ey 5
12, ;5 =

paarweise so zusammengestellt, wie sie sich zur Oktave erginzen. Nach
thnen folgen sogleich die obigen im chromatischen Systeme nicht ver-
tretenen. Und es geht daraus hervor, daB ein jedes andere Tonsystem,
in welchem auch die reine Septime Platz findet, blo8 durch die An-
wesenheit dieses einen Tones das chromatische Tonsystem in der An-
zahl brauchharer Intervalle im Verhiltnisse 4 : 7 iiberbieten wird.
Diese oder #hnliche Betrachtungen waren es vermutlich, die den
beriihmten Kontrapunktisten Joh. Philipp Kirnberger und vielleicht
auch seinen groBen Lehrmeister Sebastian Bach veranlaBiten, diesem
wichtigen Tone die verdiente Aufmerksamkeit zu schenken. Frsterer
suchte ihn in das Tonsystem unter dem Namen J einzufithren, zeigte
seine Verwendung in einigen von ihm komponierten Musikstiicken und
stellte zu Berlin ein Orgelregister mit dieser J benannten reinen Septime
auf, welches aber, nachdem die auf Kirnberger folgenden Organisten
nichts damit anzufangen wulBlten, spiter wieder beseitigt worden ist.
Fasch, ein Schiiler Kirnbergers, erneuerte die Bestrebungen seines
Lehrers, diesen Ton der Musik zu erhalten, mit demselben geringen
Erfolge. Das Urteil der musikalischen Zeitgenossen Faschs und Kirn-
bergers war iiber dieses Intervall ungefihr auf folgende zwei Punkte

zuriickzufiihren: a) das Intervall vy ist ein von Kirnberger neu er-

fundenes, ein Ton, der Vorzeit unbekannt; b) ist aber nichts anderes
als eine temperierte Septime, d. h. ein temperierter heulender Wolf.
Dieses Urteil hilt nicht Stich, denn es kann dagegen folgendes bemerkt

werden. Zu a): Das Intervall ;i ist zwar weder auf den Tasten des
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Klaviers, noch auf den in Biinde geteilten Griffbrettern anderer Saiten-
instrumente, noch auch in der musikalischen Notenschrift vorhanden;
denn wire es wirklich da, so hitte ja Kirnberger es nicht unter der
Bezeichnung J einzufithren gebraucht. Es klingt aber als Oberfon mit
einer jeden angeschlagenen Saite. im allgemeinen mit und kann als
Klangbestandteil durch einen Helmholtzschen Resonator nachgewiesen
werden. Auch isoliert als Flageolett-Ton ist es jedem Musiker bekannt
und wird erhalten, wenn man eine Saite im siebenten Teile der Liinge
leise mit dem Finger berithrt und dann anschligt. Ja man kann sich
auf diese Weise den ganzen reinen Septimen-Akkord vollkommen frei
von jeder Temperatur oder Verfilschung vorfithren, indem man eine
Saite der Reihe nach im vierten, fiinften, sechsten und siebenten Teile
threr Liéinge berithrt und anschligt und kann bei dieser Gelegenheit
mit sich eins werden, ob man die reine Septime fiir eine Konsonanz
oder Dissonanz zu halter hat. Neu oder unbekannt waren daher
alle diese T6ne nicht, nur eines scheint den um die Theorie der
Schwingungen gespannter Saiten wenig bekiimmerten Musikern un-
bekannt gewesen zu sein, daB nimlich diese Tone im Verhilt-
nisse 4, D, 6, T ihrer Schwingungszahlen zueinander stehen. Zu b)
kann bemerkt werden, dall dies den Begriff des Temperierens vollig
umkehren hieBe. Sonst ist nimlich der untemperierte oder unver-
filschte Ton rein, der temperierte” verfilscht; hier wiren hingegen
der untemperierte falsech und der temperierte rein. Das sind die
Folgen des Gebrauches oder MiBbrauches sinnabschwichender, fremd-
sprachlicher Benennungen, anstatt der. ehrlichen deutschen Ausdriicke!
Sagte man schlicht und gerade: Verfilschen und nicht Temperieren,
so wire eine solche Begriffsverwirrung unmdglich. - Es scheint also
hier wieder einer der so hiufig vorkommenden Fille vorzuliegen,
daB das Urteil eines einzigen griindlichen Denkers, wie Kirnbergers,
richtiger ist, als das Gesamtmrteil aller seimer Zeitgenossen. Die

reine Septime mit dem Schwingungsverhiltnisse ; ist also und bleibt

ein Ton von hoher Wichtigkeit in der Musik, und eine Theorie
der Tonsysteme, die auf dieselbe keine Riicksicht nimmt; kann auch
auf Allgemeinheit keinen Anspruch erheben. Hs wird daher in dieser
Abhandlung der Septime ; dieselbe Aufmerksamkeit geschenkt, wie

den anerké.ﬁnt konsonanten Intervallen und namentlich den . beiden
Terzen.

. .o . . m
Nicht nur die durch einfache Briiche von der Form S, Bus-

~

gedriickten Intervalle, in denen die Primzabhl 7 vertreten ist, sind
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der Beachtung wert; auch die Primzahlen 11 und- 13, mithin die
Intervalle: Co :

11 12 11 14 11 16 11 18 11 20

6 11’ 7 11’ 8 117 9 11’ 10 11’

13 14 13 16 13 18 13 20 13 22

7 137 8 13’ 9 137 10 13’ 11 13
sind womdglich nicht ganz auBer Acht zu lassen, und ein Tonsystem,
das sie besitzt, wird wenigstens zu Studien iiber die Charakteristik
der Akkorde, welche einfachen Zahlenreihen entsprechen, einigen Vor-
zug verdienen. Selbstverstiindlich kommt ihnen die Wichtigkeit, welche
die Konsonanzen haben, nicht zu, diese wird sogar beinahe Null, wo
die 7 nicht vertreten ist. Den genauen numerischen Wert der Wich-
tigkeit dieser Intervalle aber hier anzugeben ist schon deshalb unmdég-
lich, weil griindliche Studien iiber die psychische Charakteristik der
Intervalle, Akkorde und Tonarten bisher sehr vernachlissigt worden
sind. Daher denn auch die moderne Musik nach Petzvals Ansicht
iiber die Charaktere Dur und Moll, hart und weich damals noch nicht
hinausgekommen war. Nur von Koeh ist ihm eine Auswahl ver-
schiedener 7- und mehrtoniger Tonleitern mit ihrer psychischen Cha-
rakteristik und naturgemifen harmonischen Begleitung” vorgelegen, die
aber nicht verbffentlicht worden war. Kime es nun, meinte er, dereinst
zur Geltung, was dieser scharfsinnige und vielerfahrene Tonforscher
findet, z. B. die folgende iiber dem Grundtone as aufgebaute Tonleiter,
welche die unten angesetzten Schwingungszahlen hat und in an-
gemessener Begleitung im echten Stile einer wiirdigen Kirchenmusik
gehalten ist:

as ws ces des es eis  ges as

T I A BT EE AR I 14

so gewinne die Primzahl 11 in der Musik eine vorher nie geahnte
Geltung.

In #hnlicher Weise vermdchten aber vielleicht auch andere ein-
fache Intervalle sich Geltung zu erringen. Deren besitst nun aber dus
chromatische Tonsystem nur wenige. Man bekommt eine Ubersicht
ither dieselben, wenn man die Dezimalbriiche in den Schwingungszahlen

des Verzeichnisses (4) in Kettenbriiche und diese in einfache Niherungs-
briiche verwandelt; dies gibt:

¢ CGs D Dis E F IFs G Gis A B H C

18 9 44 63 4 58 3 100 37 16 17
¢ b 5t @b b 3E ab of b @b b 5f %
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eine Reihe, in der man die oben angefiihrten einfachen und wichtigsten
Intervalle nur spiirlich vertreten sieht. Es ist also nicht unbegriindet,
wenn man sagt, daB das chromatische System an Tonmangel leide.

Diese Betrachtungen hatte indessen Petzval nicht dazu angestellt,
um den Mangel zu beweisen, der sich in einem nur 1Zstufigen Systeme
vou selbst versteht, sondern zu dem Zwecke, um mit Klarheit darzu-
tun, was unter Tonmangel und Tonreichtum zu verstehen ist, wie es
Systeme geben kann, die bei einer groBen Anzahl von Ténen dennoch
an Tonmangel leiden, endlich wie man diese in Rilcksicht auf Ton-
reichtum oder -mangel zu beurteilen habe.

DaB im chromatischen Tonsysteme der Wohllklang der Akkorde
dureh die iibertemperierten und auch wirklich iibel klingenden Terzen
beeintrichtigt sei, wird wohl ziemlich allgemein von den Musikern zu-
gestanden, jedoch in einer Weise, die zu einem griindlichen Urteile
iiber dasselbe System in dieser Beziehung keinen geniigenden Anhalt
gewihrt. Sie sagen niamlich gewShnlich: ,Die Quinten wiiren schon
gut und rein genug, wenn nur die Terzen reiner wiren!* Hierauf
kann man erwidern: Wenn die Quinten nur eben rein genug sind und
nichts weiter, so miissen die Terzen auch gut genug sein, denn im
Tonreiche gilt dasselbe, was anderwirts als Regel feststeht, ndmlich,
man kann niemand etwas geben, was man nicht einem anderen weg-
nimmt. Haben daher die Quinten an Reinheit nur eben genug und
kann man ilinen nichts nehmen, so kann man auch den Terzen nichts
geben. Andererseits knne man auf eine Tatsache hinweisen, die bei-
nahe zu beweisen scheint, daB das Urteil der Musiker keineswegs das
Urteil des Volkes sei, nimlich auf die, daB oft in Konzerten nach
einem in moglichst reinen Tonen ausgefiihrten Streichquartette sich
ein Klavierspieler hiren lift mit seinen falschen Terzen und heunlenden
Septimen, dem aber gleichwohl vom versammelten Publikum wiitend
applaudiert wird. Hieraus scheine beinazhe hervorzugehen, daf die chro-
matischen Terzen nur dem verfeinerten Geh&r der Musiker von Fach iibel
klingen, fiir das iibrige Menschengeschlecht jedoch rein und wohl-
klingend genug seien, wenn man nicht etwa annehmen will, daB der
Applaus gar nicht der Musik gelte, sondern nur der brillanten Technik
des Virtuosen. Wiewohl nun iibrigens inbezug auf Wohlklang und
Ubelklang niemand anderer, als eben der Musiker urteilsfihig ist, so
hat doch sein Urteil hier nur dann wissenschaftlichen Wert, wenn es
auf der genauen Kenntnis der Charakteristik der konsonanten Intervalle
und der Gewichte ihrer Verfilschungen gegriindet ist, und wenn er
infolge dieser Kenntnis imstande ist, seine.Angaben in wenigstens sehr
angeniiherten Zahlenwerten zu machen. Ks kommt also, wenn auch
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nicht alles, doch mindestens sehr viel auf die genaue numerische Kennt-
nis der Empfindlichkeit der Konsonanzen an, ohne sie kann man weder
iiber ein vorgelegtes Tonsystem ein endgiiltiges Urteil fillen, noch
anch die Berechtigung der zahlreichen, der ersten Klasse angehérigen
Systeme dieser Art, mit denen sich diese Abhandlung beschiiftigt, iiber
jeden Zweifel erheben. In der Tat, wenn sich nachweisen liefe, daB

3&15(5’ wie im chro-
matischen Systeme, so wiren alle Tonsysteme der ersten Klasse un-
branchbar, weil in ihnen allen die Quinte stiirker belustet ist. Und

die Quinte keine groBere Verfilschung vertrigt, als

hiemit wire dann natiirlich auch die Berechtigung dieser Abhandlung
teilweise aufgehoben. Die iltere Musikliteratur bietet nun iber diesen
wichtigen Punkt wenig Brauchbares; in der neueren Zeit sind jedoch
dankenswerte Bestrebungen aufzuzeichnen, die hiesu als Vorarbeiten
gelten konnen. Man hat niimlich versucht, die Abstufungen der Inter-
valle in Reinheit festzustellen. Helmholtz hat diese sogar durch eine
Kurve bildlich dargestellt. Das jedoch, wus man in der Theorie der
Tonsysteme braucht, ist nicht diese Kurve, weil hier wenig darauf an-
kommt, ob eine Dissonanz etwas mehr oder weniger dissoniert, sondern
es sind dies die miglichst genauen Werte der Kriimmungshalbmesser
an den Scheitelpunkten, oder wus. dasselbe ist, die zweiten Differential-
quotienten der Ordinaten, und um beurteilen zu konnen, ob positive
und gleich groBe negative Verfilschungen auch gleich unangenehm
wahlgenommen werden, auch noch allenfalls die dritten. Nicht ans
riner gewissen Analogle mit einem im widerstehenden Mittel schwingen-
den Punkte, von welcher leicht zu beweisen ist, daB sie micht besteht,
sind diese fundamentalen "Keuntnisse zu ziehen, wie Helmholtz getan,
sondern aus einer griindlichen, auf sorgfiltig angestellte Beobaehtungen
gestiitzten Theorie.

Es 1‘1t nicht zu beywelfeln daB die rastlos iortqchreltende Akustik
mit der Zeit auch diese Daten mit zureichender Genauigkeit liefern wird.

- Durch -die bisherigen Auseinandersetzungen erfihrt der Begriff
eines Tonsystems eine Krweiterung; man sieht nidmlich, daB nicht nur
Tonsysteme von der Art des hier als Beispiel gewiihlten chromatischen,
in .welehem simtliche gleichnamige Intervalle einerlei Wert b'esit‘zen,
sondern daB auch andere mit verschieden temperierten Quinten und
Terzen in Auwendung gekommen sind. Sie heiflen in der musikalischen
Sprache ungleich temperierte Tonsysteme. Sie werden anfgestellt zu dem
doppelten Zwecke: Um einigen Tonarten ‘einen vollkommeneren Wohl-
laut zu verschaffen und den anderen einen verschiedenen psychischen
Charakter zu verleihen. Berlhmte Musiker, wie- Kirnberger und
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Malcolm, ebenso Euler und Gyory sind auf dem HuBerst miithsamen
Wege des arithmetischen Versaches zu solchen Tonsystemen gelangt.
In allen sind einige wenige Tonarten wohllautend, die iibrigen desto
tibelklingender; eine reine Septime ist nirgends zu finden.

Allgemeineren Anklang fanden jedoch diese Versuche nicht. Dies
hindert iibrigens nicht, daB sie die Aufmerksamkeit des Arithmetikers
fiir sich in Amnspruch nehmen, schon weil die ungleich schwebend
temperierten Tonsysteme die allgemeine Form, die gleichschwebend
temperierten nur der besondere Fall sind, sich also mit den ersten
mehr Zwecke und diese zugleich genaner erreichen lassen miissen,
als mit den letzteren. _ :

Solange man also die Theorie der Tonsysteme als ein arith-
metisches Problem behandelt, wird man immerhin, um wissenschaftlich
zu Werke zn gehen, die Tonsysteme einteilen kinnen, ja sogar miissen,
in gleichschwebend und ungleichschwebend temperierte. In den einen
besitzen sfimtliche gleichnamigen Intervalle: Quinten, Terzeun, Sep-
timen usw. einerlei Wert, in den anderen sind diese Werte von Tonart
zit Tonurt verschieden. Um dem in allen mathematischen Wissen-
schaften notwendigen Streben crst nach Hinfachheit, dann aber nach
Allgemeinheit gerecht zu werden, sind zuerst die gleichschwebend
temperierten Tonsysteme in Angriff zuo nehmen. Dann kann man aber
zu den ungleichschwebend temperierten iibergehen, wenn auch nur um
das vorgelegte arithmetische Problem zur allgemeinen Losung zu
bringen, ohne Riicksicht darauf, ob sie die Musik als brauchbar aner-
kennt oder nicht.

Aus dem bisher Gesagten geht nun wohl geniigend hervor, sowohl
was man ein Tonsystem nennt, wie auch welches die allgemeinen
Forderungen sind, welche man an ein solches zu stellen bisher fiir gut
befunden hat. Man wird sagen: Ein Tonsystem ist eine geschlossene
und in sich zuriickkehrende Tonperiode, deren Bestandténe sowohl
ihrer Zahl nach, wie auch vermdge ihrer Schwingungsverhiltnisse sich
geeignet erweisen, um damit gute Musik zu machen. Unter guter
Musik versteht man aber mnicht nur wohlklingende Musik, sondern
auch die unbeschadet ihres Wohlklanges oder vielleicht auch ohne
Riicksicht auf denselben einen mannigfachen psychischen Charakter
hat. Der Tonsetzer will nimlich mit der Gewalt der Tone das Gemiit
des Menschen beherrschen und will ihn nach seinem Belieben in eine
lustige, traurige, andichtige, kriegerische usw. Stimmung versetzen.
Das Tonsystem darf daher nicht zu wenig Téne enthalten, weil daraus
Tonarmut entsteht, zufolge welcher die musikalischen Wirkungen nicht
mehr erzielt werden kOnnen, es durf aber auch nicht zu viele Tone
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zihlen, weil die Verschwendung der Tonmittel zu anderen schweren
Ubelstinden fithrt. Ferner ist es nicht notwendig, daB die Tone, aus
welchen das Tonsystem besteht, reine Tone seien, sie kinnen vielmehr
alle temperiert, das heiBbt verfilscht sein, jedoch nur um einen so
geringen Bruchteil ihrer Schwingungszahl, daB die Verfilschung von
dem menschlichen Gehor unter dem Umstiinden, unter welchen man
Musik zu machen pflegt, nicht mehr, wenigstens nicht mehr miBklingend

L . 1
wahrgenommen werden kann, also zum Beispiel um weniger als
der Schwingungszahl,

1

Warum Petzval gerade diese Zahl 940

gewiihlt hat, bedarf einer
Erlduterung. Lir behauptete, eine Verfilschung von ?}6 der Schwingungs-

zah]l sel selbst bei den empfindlichsten Intervallen, die Oktave nicht
ausgenommen, auch durch das feinste musikalische GehOr unter solchen
Umstéinden, unter welchen man Musik zu machen pflegt, nicht mehr
wahrzunehmen. Nur im Unisono ist auch eine moch geringere Ab-
weichung von der Reinheit unschwer zu entdecken. KEr beweist dies
durch folgende Betrachtung.

Es kann allen Musikern unwiderleglich nachgewiesen werden, daf
nicht nur sie, sondern auch alle ihre Vorginger falsche Intervalle, und
zwar nicht our falsche Terzen und Quinten, denn dies wiirde sich von
selbst verstehen, sondern auch falsche Oktaven, und zwar falsch um

245 Pald im positiven, bald im negativen Sinne im eigenen

und fremden Spiele geduldet haben, und zwar ohne Not, denn sie
hitten ohne alle Miithe und Kosten diese falschen Tone auch ver
meiden und durch reine Oktaven ersetzen konnen. Da sie dies aber
nicht taten, bleibt nichts anderes.-iibrig, als anzunehmen, daB sie diese
falschen Téne gar mnicht bemerkt haben. DaB wirklich eine Ver-

in der Musik ohne Not bis heute noch geduldet

wenigstens

1
240
wird, zeigen ulle Saiteninstrumente, welche in Biinde geteilte Griff-
bretter haben, wie Zithern, Guitaren, Lauten usw. Wird bei diesen
Instrumenten eine Saite auf das Griffbrett niedergedriickt, so wird da-
durch ihre Spannung etwas vergrioBert, mithin der Ton erhéht. Bei
dem gewohnolich vorkommenden Abstande der Saiten vom Griffbrette

betrtigt diese Tonerhhung etwa 21—0 der Schwingungszahl oder auch

Saitenlinge, kann aber auch bedeutend griéBer werden. Ks scheint

fi‘ilschung von

nun, daf bei der Verfertigung der ersten Instrumente dieser Art auf
die eben besprochene Wirkung keine Riicksicht genommen worden ist,
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sie waren daher vermutlich nach der pythagoriiischen Vorsehrift so ein-
geteilt, daB der Oktavenbund genau in die Mitte der Saite, der Quinten-

1 . o ' . .
3 ihrer Lidnge usw. fiel. Bei dieser Anordnung
erhGhten sich die simtlichen gegriffenen Téne um gleichviel, nimlich

bund genau auf

1 . 1 .
um oo der Schwingungszahl, oder nahe um 30 eines ganzen Tones,

waren mithin unter sich richtig nnd wohlklingend, und nur wenn eine
leere Saite angeschlagen wurde, erwies sich der Ton gegen die ge-

™ 1 . 1 . .
griffenen um ;. Schwingungszahl = 455 Ton zu tief. Dieser Unter-

schied war aber zu klein, um anders bemerkt und verliBlich nach-
gewiesen werden zu konnen, als im Unisono, und wurde auch wirklich
nur durch die mangelnde Ubereinstimmung des Flageolett mit der
gegriffenen Oktave entdeckt. Hier wiire nun ganz leicht zu helfen
gewesen. Da namlich die gegriffenen Téne alle untereinander harmo-
nierten, und nur die wenigen der leeren Saiten zu tief waren, so hitte
man offenbar die ersteren unangetastet lassen, die letzteren aber alle

gleich viel, nimlich um ;5 Ton erhéhen sollen, was durch Verkiirzung

des ersten und letzten Bundes bei der (Guitarre um 11() Zoll (2,6 mm),

bei der Zither um etwa die Hilfte dieses Betrages zu bewerkstelligen
war. Aber auch das noch zu seiner Zeit im Gebrauch gestandene
Verfahren der unrichtigen Kinteilung war noch nicht aufgegeben
worden, weil man den Fehler nicht erkannt hatte. Mithin wurde
1
240
sprang, trotzdem sie oft vorkam, nie gehGrt; mithin ist eine solche
Verfilschung selbst bel den empfindlichsten Intervallen, die Quinte
und Oktave mit eingeschlossen, unter den Umsténden, unter welchen
man Musik zu machen pflegt, und bei den in Rede stohenden Saiten-
instrumenten selbst vom geiibten Ohre nicht wahrzunehmen — was
zu beweisen war.

auch die Verfilschung von der Schwingungsdaner, die daraus ent-

Damit wollte aber Petzval keineswegs sagen, eine Verfilschung

ﬁ an der Oktave oder Quinte sei iiberhaupt durch das mensch-
liche Obhr nicht wahrzunehmen. Im Gegenteile, Akustiker, Klavier-

yon

stimmer, Orgelbauer usw. konnen selbst zehnmal kleinere Differenzen
nicht nur entdecken, sondern auch messen. Dies geschieht jedoch
durch Anwendung kiinstlicher Mittel und Herbeifithrung von Umstinden,
unter welchen man Musik nicht zu machen pflegt. Der mit den

feinsten MeBinstrumenten versehene Ingenieur, dem noch dazu die
Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 51. Baud. 1904. §. Heft. 20
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ndtige Zeit zur Verfligung steht, kann seine Messungen mit viel groBerer
(enauigkeit vollbringen, als der bloB auf sein AugenmaB Angewiesene,
dem noch tiberdies keine Zeit zur Beobachtung gegdnnt ist. Dies ist hier
beiliufig der Sachverhalt. Es besteht ein groBer Unterschied zwischen
sorgfiltiger Tonmessung und oberflichlicher Tonschétzung, und wer
Musik hérts, kann nicht messen, sondern nur oberflichlich schiitzen.

Kehren wir zum eigentlichen Gegenstande wieder zuriick.

‘Wer also ein neues Tonsystem entweder bilden oder iiber ein
solches ein gegriindetes Urteil fillen will, der muB sich offenbar drei
Fragen beantworten kénnen: 1. welche Tongruppen oder Tonfolgen
klingen gut, wus klingt besser, was klingt am allerbesten und unter
welchen Umstinden ist der hochste Wohlklang zu erzielen? 2. wie
groB ist die Empfindlichkeit der einzelnen Intervalle gegen Verfilschung?
und 3. welehe Tonverbindungen besitzen irgend einen angcbbaren
psychischen Charakter, und sprechen demzufolge eine dem Gelior leicht
erfaBbare musikalische Sprache?

Was die zwei ersten Fragen anlangt, so wird man vermutlich
meinen, daB die mehrere tausend Jahre alte Musik dieselben bereits
lingst wird beantwortet haben; man wird ferner vermuten, daf die
letzte Frage die meisten Schwierigkeiten bietet, und deshalb entweder
gar nicht oder bisher nur unvollstindig crledigt sei. Man tduscht sich
indessen hierin vollstiindig. Gerade tiber die dritte Frage wissen wir
das meiste, denn wir besitzen einen wertvollen, von Euler aufgesteliten
allgemeinen Satz, der klar und bestimmt sagt, welche Intervalle und
Tongruppen im allgemeinen einen angebbaren psychischen Charakter
haben, wihrend hinsichtlich der beiden ersten Fragen Petzval be-
hauptete, daB man damals in musikalischen Kreisen noch immer mnicht
einig war liber das, wus wohl klingt, sowie auch tiber das, was empfind-
lich und empfindlicher ist gegen Verfilschung. Xs schien ihm dies
am besten aus den Antworten der Musiker hervorzugehen, die in der
Regel etwa folgendermaBen lauteten:

,Die edelste und vollkommenste, d. h. wohlklingendste Konsonanz
ist die Oktave. Sie ist darum auch so empfindlich, daf sie nicht die
allergeringste Verfilschung vertragen kann und ganz untemperiert und
vollkommen rein hleiben muB. Nach ihr ist die Quinte die edelste
und vollkommenste Konsonanz; sie vertrigt darum auch nur sehr
geringe Verfilschungen und darf nur so wenig als moglich temperiert
werden. Dann kommen die Terzen; sie sind vollkommene Konsonanzen
und konnen und miissen auch temperiert werden bis zum Heulen. Die

Septimen sind Dissonanzen, kommen mithin auch nur in dissonanten
Akkorden vor.®
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Petzval hat die Widerspriiche, welche in diesen Amsichten liegen,
eingehend widerlegt und hat auf die Fragen selbst die zutreffenden
Antworten gegeben. Schon im Anfange ist hier eines hochst wichtigen
Prinzipes der Harmonielehre Krwihnung geschehen, welches er das
Prinzip der angensherten Aquivalenz der Oktaven nennt, und welches
er 30 formuliert hat: Jeder Ton bildet mit allen seinen hdheren und
tieferen Oktaven eine Reihe von ToOnen, die nach dem Urteile des
menschlichen Gehores einander in hohem Grade #hnlich sind, dergestalt,
daB man in einem jeden Tongebilde, z. B. Akkorde, einen von ihmen
fir den anderen setzen kann, ohne den Charakter dieses Tongebildes
wesentlich zu #indern. Ks werden deshalb anch alle diese Tone der
ganzen Oktavreihe mit demselben Namen belegt und mit demselben
Buchstaben bezeichnet. Die Richtigkeit dieses Satzes wird von
allen Harmonielechrern ohne Unterschied anerkannt, wiewohl sie den-
selben nie so aussprechen, sondern gewdhnlich in andere Worte
kleiden.

Petzval wollte diesen Satz vorderhand als Ergebnis der Er-
fahrung hingestellt wissen, und meinte, daB die Zeit vielleicht nicht
mehr ferne sei, wo man ihn aus dem griindlich und erschiépfend be-
kannten Baue des menschlichen Ohres mit Hilfe der mathematischen
Analysis ableiten wird.

Schon in seiner Theorie der Schwingungen gespannter Saiten?)
hat Petzval den Satz aufgestellt, der hier brauchbar ist, nimlich:
Wenn eine gespannte Saite durch die Schwingungen des Mittels, in
welchem sie sich befindet, zum Schwingen angeregt wird, so schwingt
sie alle ihr entsprechenden harmonischen Tone und ihre Oktaven auf
dieselbe Weige, d. h. Ton und Oktave beide ohne Schwingungsknoten,
oder mit derselben Anzahl von Schwingungsknoten, die sich an der-
selben Stelle befinden.

Da das Gehororgan auch ein System in einem widerstehenden
Mittel schwingender Saiten oder Fasern ist, oder sein soll, die durch
die Schwingungen dieses Mittels selbst in Bewegung gesetzt werden,
so ist nur noch iibrig, zwischen den Identititen der dynamischen Er-
scheinung und der sinnlichen Wahrnehmung einen Zusammenhang
festzustellen. Damit wird dann das Prinzip der Aquivalenz der Oktaven
eine Festigkeit gewinnen, die es den mathematisch bewiesenen Sitzen
an die Seite stellt. Dicses Prinzip hat daher mehr fiir sich, als das
iibereinstimmende Zeugnis aller Musiker und Harmonielehrer, und der
in der Kunst eingefiithrte Gebrauch.

1) Denkschriften der Akademie d. W. in Wien, 1859.
20*
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Aus ihm folgt unmittelbar, daB, wenn Quinte, grofie Terz und
kleine Terz Konsonanzen sind, auch Quarte, kleine und groBe Sexte
ihnliche Konsonanzen von beinahe demselben Grade und psychischen
Charakter des Wohlklanges sein miissen.

Dies veranlaBte auch Petzval, die konsonanten Intervalle nicht
in vollkommene und unvollkommene, sondern in Urintervalle und Ko-
intervalle einzuteilen. . Zu den Urintervallen zihlt er die ersten Ober-
tone des Grundtones mit ihren Oktaven und die kleine Terz. Mier
folgen sie mit ihren Schwingungszahlen:

Oktave Quinte groBe Terz kleine Terz Septime
C ¢ C G C ) C ILs C  Ais

3 b 6 ' 1
¢ 2 ¢ 5t ¢ Gt 4 ¢ Lt

Die zweite Gruppe bilden die Kointervalle, d. h. diejenigen, welche die
Urintervalle zur Oktave ergiinzen, d.h. welche man aus den Urinter-
vallen erhilt, indem man statt des Grundtones seine Oktave setat.

Sie heiflen
Einklang Quarte  kleine Sexte groBe Sexte iiberm. Sekunde
¢ ¢ G ¢ K ¢ Fs e Ais ¢
2¢ 26 d¢ o2t jr o2t Gt o2 tpoeg

. 4 8 5 8

ofer & &t ¢ ¢ % ¢ S ¢ %

Da sie alle aus den Urintervallen entstanden sind dadurch, daf
man anstatt eines Bestandtones seine Oktave gesetzt hat, und da dies
vermige des Gesetzes der angeniherten Aquivalenz der Oktaven den
Charakter der Tonverbindung nur unwesentlich zu #ndern vermag, so
ist die auf diesem Wege aus der Quinte hervorgegangene Quarte nahezu
cbenso konsonant und vermutlich auch beinahe ebenso empfindlich
gegen Verfilschung. Ebenso ist die aus der groBen Terz abgeleitete
kleine Sexte eine Konsonanz von @hnlichem Wolllaute und demselben
psychischen Charakter, d. h. beide sind heitere oder Dur-Konsonanzen,
und besitzen beinahe dieselbe Empfindlichkeit gegen Verfilschung.
Die aus der kleinen Terz hervorgegangene groBle Sexte ist aber so wie
diese eine Moll- oder schwermiitige Konsonanz, und die iibermiBige
Sekunde hat in allen Stiicken Ahnlichkeit mit der reinen Septime.

Nicht nur in einem reinen, sondern auch in einem temperierten
Tonsysteme haben die Urintervalle mit den ihnen entsprechenden Ko-
intervallen durchaus einerlei FKigenschaften, so zwar, daB sie auch
einerlei Verfilschungen erleiden miissen. In der Tat, nennt man die
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Temperaturen der Quinte, groBen und kleinen Terz und Septime in
einem solchen Tounsysteme der Reihe nach:
g=142% T=1+0, t=1+47, s=1+4ago,
unter %, #, r und 6 sehr kleine Briiche verstanden, welche die Ver-

falschungen dieser Tutervalle in Teilen der eigenen Schwingungszahl
bezeichnen, so sind die Urintervalle mit ihren Schwingungszahlen:

Oktave {(Juinte grofe Terz kleine Terz Septime
C ¢ C G C I C Es C Ais
. 3 X 5 6 7
¢ 20 ¢ J(4wE 0 +08E 0+0EE (146,
also thre Verfiilschungen beziehentlich:
3 5 6
g3 4 0¢ 575 496
Die ihnen entsprechenden Kointervalle werden:
Einklang Quarte kleine Sexte  groBe Sexte  iiberm. Sekunde
c ¢ g ¢ I ¢ Fs ¢ Ais ¢
ae oo 3 . 5 . 6 ¢ 1 <
2t 26 (14 wg2e P2 SU4ng2e L(14a)t 2t

oder alles auf den Grundton ¢ reduziert:

¢ ¢ G ¢ E ¢ Es ¢ Asis c

4 ¢ 8 ¢ 5 £ 4
8 Fogayw fsam fauge b ovdde

~1| ©

5 (1 0) § ER
Da %, 6, * und ¢ sehr kleine Briiche sind, so wird man ihre Quadrate

gegen die Kinheit vernachlissigen, und die vorliegenden Verhiltnis-
zahlen schreiben k&nnen:

¢ ¢ G ¢ E ¢ Es ¢ - Ais ¢
¢ ¢ ¢ %g(l_x) ggg@_o)ggg(l-z) £ 25(1—6)

Die Verfilschungen dieser Intervalle sind hier beziehentlich:

— 2t —20t —leg —>et.

Sie sind also dieselben Bruchteile der betreffenden Schwingungszahlen,
wie bei den entsprechenden Urintervallen, nur mit anderem Vorzeichen.
Es ist hier vorausgesetzt, daB man die Oktaven untemperiert liBt.
Wiirde man auch diese in einem gewissen Grade verfilschen, so wire
die Kongruenz zwischen den Urintervallen und Kointervallen aufgehoben,
und es wiirden dann die ersteren andere Verfilschungen erleiden als
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die zweiten, was sich allenfalls durch eine verschiedene Empfindlichkeit
dieser Intervalle motivieren liefe, die dem Prinzipe der Aquivalenz der
Oktaven zu widersprechen schiene. Es scheint, da man den Schiul
auch umkehren und sagen kinnte: Du in der Musik allgemein die Ok-
taven als unverletzlich angesehen werden, so besitzen alle Urintervalle
mit den entsprechenden Kointervallen einerlei Empfindlichkeit gegen
Verfilschung, wihrend andernfalls das Temperieren der Oktaven riitlich
erscheinen konnte. Hiemit wire die Unverletzlichkeit der Oktaven
viel ungezwungener begriindet, als durch die Annahme einer unend-
lichen Empfindlichkeit, von deren Unméglichkeit wir uns oben iiber-
zeugt haben.

Der wesentliche Nutzen dieser Betrachtungen besteht darin, dall
man bei der Berechnung eines jeden Tonsystems nur die Urintervalle,
némlich Quinte, GroBterz, Kleinterz und Septime ins Auge zu fassen
hat; gelingt es, diese wollklingend zu gestalten, so sind auch die ihnen
entsprechenden Kointervalle, nimlich: Quarte, kleine Sexte, groBe Sexte
und iibermiBige Sekunde, in derselben guten Eigenschaft vorhanden.
Nur bei der Oktave und dem ihr entsprechenden Kointervall, dem HKin-
klange, stoBt man auf eine ernste Schwierigkeit, einen unlisbaren lo-
gischen Widerspruch. Nach dem Prinzipe der Aquivalenz der Oktaven
néimlich sollten Einklang und Oktave ganz einerlei psychischen Charakter
fragen, mdem der eine aus der andereu entsteht, dadurch, daB man den
einen Bestandton des Intervalls durch seine Oktave ersetzt. Nun ist
aber, wie oben nachgewiesen, der Einklang keine Konsonanz, sondern
nur Tonverstirkung, mithin sollte nach dem Prinzipe der Aquivalenz
der Oktaven auch die Oktave keine Konsonanz sein, sondern eine Ton-
verstirkung.

ITI. Bildung der Tonsysteme. Einteilung in zwei Klassen,

Bei der Bildung eines Tonsystems wird man am besten von einer
bestimmten Tonreihe, womdglich von einer Reihe musikalisch iiquidis-
tanter Tone, ausgehen und aus ihr diejenigen Tone in systematischer
Weise auswihlen, die man zur musikalischen. Praxis zu benttigen
glaubt. Eine solche Reihe #quidistanter Téne wire zwar auch die
Reihe der Oktaven; diese ist aber unbrauchbar, weil sie nur einen
einzigen Ton und kein Tonsystem vorstellt.

Es bietet sich zunichst die Quintenreihe dar, und in der Tat ist
man zu allen Zeiten, durch einen gliicklichen Instinkt geleitet, in der
Musik von einer Rethe reiner Quinten ausgegangen. Da sich diese alte
Gepflogenheit wissenschaftlich rechtfertigen 148t, so soll auch hier davon
nicht abgegangen werden.
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Diese unendliche Quintenreihie hildet man nuch altern Brauche aus
der folgenden siebentdnigen fundamentalen Quintengruppe:

F, ¢, G D, 4, E, H,

indem man sie nach rechts und links auf folgende Weise fortsetst:

1. Um sie nach rechts ins Unendliche fortzusetzen, fiigt man, bei I7
anfangend und nach rechts fortschreitend, zu jedem Tone sowohl der
Fundamentalgruppe, wie auch ihrer bereits niedergeschriebenen Fort-
setzung die Endsilbe iés zu. Man erhilt so:

F,C, G, D, A4, E, H, Iis, Cis, Gis, Dis, As, Iiis, His, I'isis, Cisis,
(risis, Disis, Aisis . ..

2. Um die Fortsetzung derselben” Reihe nach links ins Unendliche
zu erhalten, figt man zu jedem Tone der Fundamentalgruppe, bei I
anfangend und nach links fortschreitend, die Endsilbe es zu, und schreibt
den so erhaltenen Ton als Fortsetzung der Reihe an die linke Seite.
Und dies tut man sowohl bei den Tdnen der Fundamentalgruppe, als
auch bel der bereits erhaltenen Fortsetzung, nur dall anstatt Hes nach
einem alten Gebrauche der Buchstabe B gesetzt wird. Es ergibt sich so:

..., Eses, Bes, Fes, Ces, Ges, Des, As, Es, B, ¥, C, G, D, A, F, H. ..

Wiewohl hier von diesen alten, ziemlich einfachen musikalischen
Benennungen auch Gebrauch gemacht werden soll, so ist doch fiir die
vorliegenden Zwecke noch eine andere, der kombinatorisch-arithmetischen
Betrachtung besser zusagende ndtig, welche unmittelbar den Ort er-
kennen 1dBt, an dem sich ein Ton in der Reihe befindet. Ks soll
nimlich der Grundton mit der Schwingungszahl § Q. anstatt C heillen;
seine Quinte G soll mit Q,, die zweite Quinte D soll mit Q,, und
ebenso die dritte, vierte, fiinfte ... #’¢ Quinte mit Q,, Q,, Q, ... Q,
bezeichnet werden. Die nach riickwirts fortgesetzte Reihe dieser
Quinten ist die Quartenreihe

F, B, Is, 4s, Des, u. s. 1.
Diese Tone sollen der Reihe nach mit

Q_ 1, Q 5 Q4 Q_,, ... Q_, bezeichnet werden.

Sind dies nun reine Quinten und Quarten, so erhilt man die

Schwingungszahl einer beliebigen unter ihnen aus der zunichst voran-
gehenden durch Multiplikation mit g, somit aus der folgenden durch

Multiplikation mit g Mithin enthilt folgende Formel die in Ilede
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stehende Quintenreihe mit ilirer musikalischen und arithmetischen
Nomenklatur und den entsprechenden Schwingungszahlen in 3 Zeilen:

...Des, As, Es, B, I, C, G, D, A, E, H, Fis...
Q_!;) Q_u Q—.:«)) Q-z; Q—l’ Qo, QU Q2) QS) QU an st"-

5] 4 3 2 2 33 24 o ]

SO S S Y I SR T At N T i N

Unter diesen Schwingungszahlen liegt nur eine zwischen ¢ und 2¢,
allen anderen entsprechen T6ne, die aullerhalb des Grundtones Q,= C=¢§
und seiner hiheren ersten Oktave liegen. Da man es aber liebt, in
dieser ersten Oktave den ganzen Tonreichtum beisammen vor Augen
zu haben, so reduziert man die {ibrigen Schwingungszahlen auf die
erste Oktave durch ein- oder mehrmalige Multiplikation oder Division
durch 2, was, wie wir wissen, den Namen des Tones nicht #andert.

Zum Beispiele: Q, hat die Schwingungszahl 3—: ¢ =Z§, was groBer ist
als 2¢; wir dividieren daher einmal durch die Zahl 2 und schreiben
32

5t & die andere 2; t= 2;. Allgemein

anstatt der der Schwingungszahl

wird statt der Schwingungszahl irgend einer Quinte Q

)

welche gleich 27§
ist, behufs der Reduktion auf die erste Oktave —zué‘ geschrieben, wobei

o > 7 und so gewihlt ist, daB 1 <:%< 2 aunsfillt.

Ahnliches gilt auch von der nach links fortgesetaten Quintenreihe;
auch ihre Tone fithrt man auf die erste Oktave zuriick durch ein- oder
mehrmaliges Multiplizieren der Schwingungszahl mit 2. Demgemi8

schreibt man bei Q_, anstatt :—C lieber die zwischen { und 2§ liegende

Zahl %C = % ¢, und ebenso bei den iibrigen, so daB allgemein die dem

r

g s
Tone Q_, angehirende Schwingungszahl ;rg in eine andere zﬁ-g um-

r

98
gewandelt wird, wobei § > » und so gewiihlt werden muB, dall 1 < ;7 <2

wird.

Die in Rede stehende Reihe reiner und auf die Oktave zuriick-
gefilhrten Quinten geht hiemit iiber in: '
s, B, F, C, G, D, A -veeere---
'Q-r' tt Q_3; Q__27 Q—I) Qo; Qu Qz; Qs; e Q,« U

95 o4 22
-6 "'B's;’ éig,

()

3 82 38
_:;g) g; 2‘;,;;, §4‘§;"'"§-
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Diese Reihe der reinen Quinten ist es, auf welcher die hier angefiihrte
musikalische Nomenklatur vorziigsweise beruht; und wenn in manchen
Tonsystemen auch ein Ton mit einer anderen Schwingungszahl diesen
musikalischen Namen, etwa A, I, usf. triigt, so wird stets angenommen,
dafl dies nicht der echte, reine Ton 4, E ... sei, sondern der temperierte.
Hier sei auch bemerkt, dal die entwickelte Rethe reiner, auf die erste
Oktave reduzierter Quinten gleichzeitig die auf die erste Oktave redu-
zierter Quarten darstellt, weil die Téne der aufsteigenden reinen Quinten
der Reihe nach it den Tonen der absteigenden reinen Quarten und
umgekehrt, die absteigenden Quinten mit den aufsteigenden Quarten
gleiche Benenuung haben. So hat z B. die 7 Quinte nach aufwiirts

. . 3" . .. .
genommen die Schwingungszahl ot die 7% Quarte nach abwirts die

Schwingungszahl i—r; dividiert man die erste durch die zweite, so erhilt

man 27. Die beiden Tone liegen um # Oktaven auseinander, tragen
also gleiche Benennung.

Weil diese Reihe der reinen Quinten fiir den Tonforscher von
groBer Wichtigkeit ist, hat Petzval die Quinten und Quarten fir je
158 Téne, und zwar auf 6 Dezimalen berechnet, in Tabellen zusammen-
gestellt. Diese sind indessen verloren gegangen. Da aber in der Ab-
handlung wiederholt darauf hingewiesen wird, war ihre Wiederherstellung
notwendig.")

Die Tabellen 4 und B, die sich am Schlusse der Abhandlung be-
finden, enthalten also in der ersten Spalte die Quintenbezeichnung mit
ihren Stellenzeigern, in der zweiten den arithmetischen Wert, in der
dritten die Schwingungszahlen und in der vierten die musikalische Be-
nennung. In der zweiten Spalte lassen die Exponenten der Zihler
und Nenner zugleich erkennen, wie oft die Schwingungszahl des zu-
gehorigen Tones behufs der Zurickfithrung auf die erste Oktave durch
2 dividiert oder damit multipliziert worden ist. Man hat niimlich bei
den Quinten von dem Exponenten des Nenners jenen des Zihlers, und
bei den Quarten von dem Exponenten des Zihlers jenen des Nenners
abzuziehen. So haben z. B. bei der Zuriickfithrung des Tones Q,; = His®
41 — 26 — 15 Divisionen durch 2 stattgefunden; desgleichen hat der
Ton Q_,, = Fs* 39 — 24 = 15 Multiplikationen mit 2 behufs Zuriick-
fithrung aunf die erste Oktave erfordert.

Bei der in der vierten Spalte vorkommenden musikalischen Nomen-
klatur hat der Raumersparnis wegen eine Bezeichnung mit Exponenten

1) Die Berechnung hat Herr Viktor Stadler in Wien nach den von Petzval
hinterlassenen Angaben besorgt und sie zugleich auf 400 Tone ausgedehnt.
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stattgefunden, wobei der angehingte Exponent andeutet, wie oft die
Silbe ¢s oder es in der Tonbestimmung vorkommt. So ist z. B. Fus?
gleichbedeutend mit Fisisis, und Ces* gleichbedentend mit Ceseseses.

Wiewohl es nun in der genannten Quintenreihe der Zahlen und
Tone unendlich viele gibt, und wiewohl sie alle zwischen § und 2¢ fallen,
das heiBt im Bereiche einer Oktave eingegrenzt sind, so sind doch alle
voneinander verschieden, und es kionnen auch nicht zwei gleiche unter
ihnen vorkommen.

Nimmt man néimlich an, es selen 2 gleiche Quinten, Q, = Q, .,
vorhanden, so wire notwendig

371 3r+m
é; —

, mithin 3" — 2r—«,

Folglich wiire eine durch 3 teilbare Zahl gleich einer durch 3 nicht
teilbaren, was nicht sein kann.

" Anders verhilt sich die Sache, wenn man anstatt der reinen Quinten
temperierte setzt; sind dies gleichschwebend temperierte, so werden sie
aus den reinen (5) erhalten durch Multiplikation mit einer Potenz der
allen gemeinsamen Temperatur ¢, deren Exponent gleich dem Stellen-
zeiger des Tones ist, d. h. die Reihe temperierter Quinten ist:

- Q——ﬁ o Q—?; Q—v QO: QI) Qﬂ: -t Qr} Qr+7m

2{9 _ 94 22 _ 3 3 37 } 3r+m
6 e g E G 5ah 58 - L0l o

(6)

qr—+—m C; e

Hier 1Bt sich durch schickliche Wahl des Faktors ¢ die Gleich-
heit zweler Ttne bewerkstelligen, denn man erhilt Q, = Q,,,,, wenn
man ¢ so wihlt, dal

87 3r+1n 3" 3r+m

) S =, o L=

qm
wird.

Wiewohl dies von allen Tonen gesagt werden kann, so ist doch
nicht auBer Acht zu lassen, daB ¢ nur danu eine wirkliche Temperatur

bedeutet, wenn es wenig von der Einheit verscbieden ist; mithin darf

auch g™ nur wenig von der Einheit abweichen, und miissen die Zahlen
3r 37‘-{»-771
o und
und Q, 4, nahezu dieselben Tine sein.

Hat man aber im Verzeichnisse der reinen Quinten zweli nahe

gleiche Téne entdeckt, und durch schickliches Temperieren einander

nahezu einander gleich, also auch die reinen Quinten Q,
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ganz gleich gebracht, so zieht dies die Gleichheit sehr vieler anderer
Téne nach sich, dall dann nur eine Gruppe nebeneinander stehender,
in beschrdnkter Anzahl vorkommender Quinten iibrig bleibt, die sich
periodisch in derselben Ordnung wiederholen. In der Tat, wiire fiir ein
von der Einheit wenig verschiedenes ¢ geworden

3"

o
ﬂaq

3r+m )
Qr=Qin, d b A

~ =1

aY

so erhielte man, wiederholt mit gq multiplizierend:

3'r+1 ) 3r-{»—m+1
gt =" L p T alo Qi =Qrpiy,

2114,—!
3r+2 . 3I'+'Iﬂ+2 \
g U =" Tt also Qrgs = Qrpppy usw.

Also nur die aufeinander folgenden m Tone Qn, Qrrty ooy Qi sy
werden voneinander moglicherweise verschieden sein, die folgenden
Qrvmw Qimer - DQpyo,y_, aber sind mit den fritheren Ton fiir Ton.
identisch. Von Q, ., an bis Q, 4, _, wiederholen sich dieselben Tone
zam zweiten Male, und so geht es fort ins Unendliche in beiden Richtungen.

Man hat mithin ein geschlossenes, zuriickkehrendes, nur aus m Stufen
hestehendes Tonsystem. Ordnet man die Tone desselben nach der GriBe
ihrer Schwingungszablen, so bilden diese letzteren eine geometrische
Progression, sind mithin im musikalischen Sinne #quidistant, was sich
auf folgende Art beweisen liBt. Man nenne die Schwingungszahl des
Tones Q_ &, sodaB & = Z“ g"¢ ist, wobei ¢ den aus der Gleichung (7)

gezogenen Wert, nimlich

3
®) Ja=2 7

bedeutet. Da g sehr nahe der Einheit gleich sein muB, so liegt dieser

Wert von »gq offenbar zwischen 1 und 2, mithin der Exponent Z;‘:n;"j

zwischen O und 1, das heifit, es ist
&) r=y—a—m<m

und 5 ein echter, positiver Bruch, welchen man sich auf die kleinste
Benennung gebracht denken kann. Ist er einer Reduktion fihig, und

verwandelt er sich vermdge derselben in wr? WO &' <z, m’" < mist, so
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ist dies ein Zeichen, duB es eine niher an Q, liegende Quinte, nimlich,
Q,1m gibt, welche ebenso wie Q, ., mit derselben Temperatur ¢ der
Q, gleichgemacht werden kann. Da nun nicht anzunehmen ist, daf
mun einen von Q) sehr weit abliegenden Ton einem niheren vorziehen

. X .
wird, so kann stets vorausgesetzt werden, daB o e echter, der ferneren

Reduktion unfiihiger Bruch ist, also z und = relative Primzahlen sind.
Um nun die aus m Stufen bestehende Periode voneinander verschiedener
Tone, ndmlich

Qr: Qr+17 Qr+2! tty Qr+h) Tt Qr+m—1

zu erhalten, multipliziert man die Schwingungszahl § von Q, wieder-
holt mit

3 o
(10) . Sq—o

und erhilt hiemit zunichst die Zahlenreihe

x 2x hx (m—1)z

11 E, 2wE, 2mE . 2mE .2 m E

die aber auf die erste Oktave zuriickzufithren ist. Man hat zu diesem
Behufe die zwischen £ und 2£ fallenden der obigen Zahlen unbertibrt
zu lassen, die anderen aber durch eine solehe Pofenz von 2 zu divi-
dieren, daf sie dadurch ebenfalls zwischen diese zwei Grenzen ein-
geschlossen werden.
Mit anderen Worten, man hat von den Exponenten

z 2x hx (m— Nz

m?’ m? " m T T m
die Einheit so oft abzuziehen, bis ein echter Bruch iibrig bleibt, oder

was dasselbe ist, man hat jeden Zihler wie hz durch den Nenner m
zu teilen, was einen Quotienten p und Rest ¢ < m giht, sodaB

hr=mp+ o
wird. Diesen Quotienten p hat man dann wegzuwerfen, und anstatt

hx . . .
des Exponenten - nur 7’% zu setzen. Nun liBt sich aber beweisen,

daB, wenn man die Zahlen

z, 22, 3z, hx, ..., bz, ..., (m — Dz

alle durch m dividiert, man bei diesen (m — 1) Divisionen lauter ver-
schiedene Reste erhalten wird. In der Tat, nimmt man an, hz und
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kz geben, durch m geteilt, einerlei Rest g, so hat man die zwel
Gleichungen

hz =wmp + o,

kx=mp + @,
WOraus

(b —hyx=m(p" — p).

Dies ist aber eine vumdgliche Gleichung, weil die rechte Seite durch
m teilbar ist und die linke nicht. Da n#imlich m und 2 der Voraus-
setzung nach keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen, so miiBte
(k — k) durch s teilbar sein, was mnicht sein kann, weil k <m und
k< m, mithin uvm so mehr £ — & < m ist. Die Reste dieser (m — 1)
Divisionen sind also alle voneinander verschieden und alle kleiner als
der Divisor m, mithin sind diese Reste offenbar:

1,23, ...,m—L

Dies gibt definitiv die Schwingungszahlen der unter (11) genannten
Tone geordnet nach ihrer Hihe:

1 2 3 m—1

g, 2mE, QmEg, 2mE 2 m g

Sie bilden also eine geometrische Progression, deren Kxponent
1

om =2 ist, und sind daher im musikalischen Sinne #quidistant.

Hiemit hitten wir ein in sich zuriickkehrendes, gleichschwebend
temperiertes und nur ans m Stufen, die eine geometrische Progression
bilden, bestehendes Quintensystem erhalten dadurch, dafl wir zwei den
reinen Schwingungszahlen nach sehr #hnliche Quinten durch schick-
liches Temperieren ganz gleich machten, Q, = Q, +m-. Da hieraus
Q,_y = Q. n_, folgt, so hitte man, von dieser Gleichheit ausgehend,
genau dasselbe Quintensystem erhalten. - Ebenso hiitten auch die
Gleichungen '

Qr—2 = Qr+m—-27 Qr-s = Qr+m—37 Qo = Qm

zu demselben System geleitet. Man kann sich daher darauf beschriinken,
zum Grundtone ¢, mit der Schwingungszahl { einen Reinton Q,, mit
einer ihnlichen, von ¢ mdglichst wenig abweichenden Schwingungszahl
zu suchen. ) ) ‘

Es hat zwar ein Tonsystem nicht nur Quinten, sondern auch
Terzen, groBe und kleine, und Septimen zu enthalten, auf welche
letztere denn auch entsprechend Riicksicht zu nehmen ist. Allein es
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gibt zahlreiche Musiker, die auf miglichst reine Quinten einen be-
sonderen Wert legen, die anderen Intervalle weit weniger beachtend,
und die ein vorgelegtes Tonsystem, wenn auch nicht ausschliefilich, so
doch vorzugsweise nach der Reinheit der Quinten beurteilen. Die
mathematische Analysis, die hier nur Hilfswissenschaft ist und schon
deshalb allen Anspriichen womdoglich gerecht zu werden versucht, legt
sich, nm vor allem diesen Quintenpuritanern zu geniigen, die folgende
Frage vor: Welche sind die geschlossenen Quintensysteme, die sich durch
besondere Reinheit, d. h. durch einen der Einheit sehr nahen Wert ihrer
Temperatur ¢ auszeichnen?

In der zur Bestimmung der Temperatur ¢ aufgestellten Gleichung

(8), d. h.

. 3 om
(13) 5a4—=2m"
setzen wir ¢ = 1 und erhalten
(14) S =2m,

vergessen aber nicht, daB x und m teilerfremde ganze Zahlen sein
milssen.

Die Gleichung (14) gibt:

x log3 4771213

m log2 = 3010300

Entwickeln wir diesen Bruch in einen Kettenbruch, so sind dessen

die der gestellten Forderung

Niherungsbriiche offenbar Werte von %,

-geniigen.

Diesen Kettenbruch samt den Naherungsbriichen und den Stellen,
wo der Kettenbruch abgebrochen diese Néherungsbriiche gibt, enthiilt
folgende Formel:

z 1
m . 1
m 1_+_ )
3 1+ 1
A 24 _
5 1 2+1
12 24 7 1
o sS4 -———
41 31 _._1+1
53 179 5+1
306 389 2+1
665 10
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. - r . .
Die Niherungswerte von ,, Sind also der Reihe nach:

15) z 3 7 24 31 179 389
(15] m &7 127 41?7 537 306’ 665’

und es ist aus ihnen ersichtlich, daB die folgenden reinen Quinten in
sehr naher und stets nitherer Verwandtschaft ihrer Schwingungsszahlen
mit dem Grundtone stehen:

QOJ Q:’)) Ql?," QM! Q53, Q:&[)G’ QGG.’:; et

[hnen entspringen der Reihe nach ein

5-, 12-, 41-, 53-, 306-, 665-stufiges
Tonsystem.
Diese Tonsysteme besteben alle aus in geometrischen Pro;
gressionen fortschreitenden Tonen, Die KExponenten dieser Pro-
gression sind beziehentlich

Vo, V2, V2, Ve, Ve, VA,

Jedes dieser Tonsysteme hat seine eigene Quintentemperatur g.
Unterscheidet man diese Temperaturen durch die Stellenzeiger der ihuen
zugrunde liegenden Quinten, sodaBl sie beziehentlich heifien

5y ey Qus D53, oo6) Tesss - - -»

so sind die zusammengehorigen Werte dieser reinen Quinten und
ihrer Temperaturen

Q, —094922f, g, —=14001048 =14 o,

Q. = 101364f, g, =1 — 0001135 ~1— o,

Q. = 0.988606¢, g, =14 00002789 =1 + oo,
(1) Qus — 1002098, gz — 1 — 00000394 —1— .},

Quop = 0.999005¢,  gyg = 1+ 0.00000318 — L + . 1o,

Qus = 1.00010268, g5 = 1 — 0.00000007 = 1 — =L ..

Sie werden berechnet auf folgende Weise. Da man nicht Q, =Q, ..,
sondern Q) = Q,, gesetzt hat, so ist » — 0, mithin vermige der Glei-
chung (7) auch o= O :
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Dies macht zufolge der Gleichung (9) y =z + m, mithin
37"
Qm = 2\7;:{:,1) é’

hierzu kommt laut (13)
z x4m
8 x
gq == 2’“, also q= %;2 ™ ;

iibergehend zu dem Logarithmus
logQ, = mlog3d — (z 4+ m)log 2 + logé¢,

logg = (;f + l) log2 —log 3,

oder auch in Zahlenwerten

log Q,, = 04771213m — 0.30103(x + m) + log §,
= 03U0BE@ ) 4771913,

M

log g

Von den berechneten Logarithmen von Q, und ¢ kehrt man dann zu
den Zahlen mit Hilfe der Tafeln wieder zuriick. Die zusammen-
gehtrigen Werte von = und m sind in der Gleichung (15) ersichtlich.

Die Temperatur der Quinte ¢ konvergiert, wie man sieht, anfer-
ordentlich’ rasch gegen die Kinheit, aber nur mit ebenso rascher Zu-
nahme der Anzahl der Tonstufen. Schwerlich wird es nun jemand ber-
fallen, auf Q,, oder gar Qg ein Augenmerk uzu werfen, sondern es
wird die allgemeine Aufmerksamkeit zwischen g, und g¢,; haften
bleiben, und es wird wohl manchem bediinken, daf zwar 12 Stufen
zu wenig, D3 dagegen zu viel seien. Daher dann der Wunsch rege
werden diirfte, daBi es zwischen Q3 und Qg eime reine Quinte Qy
geben moge, wo 12 <y < B3 ist, welche, dem Grundtone gleich gesetzt,
zu einer Temperatur g, fihrt, die wenigstens nicht mehr von der Ein-
heit entfernt ist, als ¢,,. Allein eine solche Quinte gibt es eben

. . . . . 7 31 ..
nicht, weil es keinen Bruch ; gibt, der zwischen 5 und &5 llegt, sodaB

17§ < ; < % besteht, wihrend 7 <2< 31 wund 12 <y <53 ist.

Wenn daher ein Liebhaber reiner Quinten auns irgend einem Grunde,
mit dem 12stufigen Tonsysteme unzufrieden, ein mehrstufiges wiinscht,
ohne von der Reinheit der Quinten etwas einbiiBen zu wollen, wird
er zunichst anf das H3stufige verwiesen; ein anderes gibt es nicht, wie
dies aus den bekannten Eigenschaften der Kettenbriiche hervorgeht.
Das im Verzeichnisse (16) ebenfalls vorhandene 41stufige System ist
unbrauchbar, weil nach einem spiter zur Sprache kommenden Grund-

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Von L. Ermenvi. 83921

gesctze bei allen Tonsystemen die Temperatur der Quinte kleiner als
eins sein mufl, wihrend g, > 1 ist

Hinzugefiigt kann noch werden, daB man siimtlichen Werten von m
und z auch das negative Zeichen beilegen kann, wodurch kraft der
Gleichung (13) die Temperatur ¢ gar keine Anderung erfihrt, so daB
man allgemein

qn =19, hat
Die Quinte Q,, hingegen geht dadurch in eine Quarte Q}_, iber, und

es 1st EQ :};_
§ge-m Q

m

Endlich gibt die Formel (15) nur die vornehmsten Werte von 2, denen
die der Einheit nichsten ¢ und Q entsprechen; man kann sich aber
aus ihnen noch viele andere ebenfalls branchbare nfl verschaffen, indem

man aus den Briichen der Gleichung (15) Mittelwerte bildet, die be-
kanntlich erhalten werden, indem man von zweien oder mehreren der-
selben die Zihler addiert, und die Nenner addiert, nachdem man die
einen und die anderen vorher mit einer beliebigen Zahl multipli-
ziert hat.

Ein gutes Tonsystem bendtigt aber niecht nur einer Reihe neben-
emander liegender Quinten, die eine geschlossene sein kann oder nicht,
sondern es braucht auch die dazu gehorigen groflen und kleinen Terzen
und Septimen, rein oder temperiert, wenn das Temperieren einen wesent-
lichen Nutzen versprieht.

Es sollen also diese Terzen und Septimen verschafft werden, die
wir von vornherein als temperierte annehmen wollen, weil der Uber-
gang von temperierten zu reinen ToOnen leichter ist, als der von reinen
zu temperierten. Dieser Ubergang wird nimlich dadurch bewerkstelligt,
daB man die Temperatur = 1 setzt. Nennen wir die, allen groBen
Terzen gemeinschaftliche Temperatur 7, ebenso die gemeinsame Tempe-
ratur der kleinen Terzen ¢, die der simtlichen Septimen s, wihrend die
gleichfalls gleichschwebende Temperatur der Quinten mit ¢ bezeichnet
bleiben soll. Legen wir uns ferner 4 Reihen von TOnen mit ihren
temperierten oder nach Belieben auch reinen Schwingungszahlen vor,
angeordnet in vier mebeneinander stehenden vertikalen Spalten, deren
erste eine vorderhand noch nach beiden Seiten, nach oben nimlich
und nach unten, unendlich gedachte Quarten- und Quintenreihe, die
zweite die zu ihnen gehorigen groBen Terzen, die dritte die kleinen
Terzen, und die vierte die entsprechenden Septimen enthilt, so er-
gibt sich

Zeitachrift £ Mathematik u. Physik. 51, Band. 1904. 3. Hoft. 21
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Alle groBen Terzen heiBen 7', die kleinen ¢, die Septimen S, zu-
sammengehorige Tone tragen einerlei Stellenzeiger und stehen auf der-
selben horizontalen Linie; es ist also Qp der Grundton, 7, seine gr.
Terz, f, seine kl. Terz, und S, seine Septime, «, 8, » sind ganze Zahlen,
die man sich so gewihlt denken mull, daf die betreffende Schwingungs-
zahl des Tones zwischen £ und 2¢ fillt, womit alle Téne der vier
Vertikalreihen in den Bereich einer Oktave eingegrenzt werden.

Sind diese Toéne alle rein, also alle Temperaturen ¢ =7 —t=s5-—1,
so sind sie auch alle, wie wohl ihrer in jeder Spalte unendlich viele
vorhanden sind, mit zwischen § und 2§ liegenden Schwingungszahlen
voneinander verschieden. Dal dies in der Reihe der reinen Quinten,
welche die erste Spalte enthilt, richtig sei, ist bereits nachgewiesen
worden, mithin ist es auch richtig fiir die Zahlen in der zweiten,
dritten und vierten Spalte, weil sie die Zahlen der ersten Spalte ent-

halten, beziehentlich mit Ti’ %, %

schiedenen Spalten finden sich keine 2 gleichen Zahlen. Denn nehmen

multipliziert. Aber auch in ver-

wir an, es sel irgend eine der Terzen, etwa 7, gleich irgend einer
Quinte, etwa Q,., ., so wire

- 5;'", also 5 - 2r—e—% — 3n,
d. h. eine durch 5 teilbare Zahl gleich einer anderen, die es micht ist.
Ebenso kann auch keine einzige der reinen kleinen Terzen und Septimen
unter den reinen Quinten gefunden werden.

Anders verhilt sich jedoch die Sache, wenn man temperierte Téne
zuliifit. Es ist bereits erwiesen worden, dall, wenn man die Tempe-
ratur ¢ der Quinten so wihlt, daB zwei ihren Schwingungszahlen nach
nahe verwandte Téne Q, und Q, vollstindig gleich werden, die ganze
unendliche Quintenreihe in vollkommen identische mgliedrige Quinten-
perioden zerfiillt. Dasselbe gilt nun offenbar auch von den Zahlen der
zweiten, dritten und vierten Spalte, wenn man Ty=17,, ¢, =1¢, S,= S,
setzt, sle zerfallen ebenfalls und zwar fiir denselben Wert von ¢ in
sich ins Unendliche wiederholende, mgliedrige Perioden. Noch mehr;
hat man unter den reinen Terzen irgend eine, etwa T, entdeckt, die
irgend einer Quinte, etwa Q__,, der Schwingungszahl nach sehr nahe
kommt, so wird man durch schickliche Wahl der Temperatur 7' die
volle Gleichheit der temperierten T&ne herbeifithren konnen, und es
wird dies zur unmittelbaren Folge haben, daB alle Terzen den auf-
elnanderfolgenden Quinten paarweise, und Glied fir Glied gleich
werden so zwar, dall darnach die zweite Vertikalreihe genau gleich der

91*
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ersten wird, und nur um eine gewisse Anzahl von Stufen gegen die-
selbe verschoben. Nimmt man n#mlich an, es sel fiir ein gewisses 7

T, —=Q,, n 50 ist auch

qr ar--m .
:,,+52 gl §= ¥ o g"t™ . £ also zu wiederholten-

malen mib %q multipliziert

3r+l .5 L 3r+m+1 . .

721;37 qr+ T " C = éT_FI qr—{—m+ * é} das helBt: Tr+1 = Qr+m+17
3r+2 37‘+7IL+2 . ,
;{ﬁfer ‘Tt = 27_}—2—q7+’"+2 &, das heifit: 7,5, = @, . .o usw

Es zieht also die Gleichheit zweier Tone 7, und Q, ., unmittelbar die
Gleichheit aller ibrigen nach sich, und es ist folglich auch ganz
gleichgiiltig, bei welchem Paare man die Gleichstellung vornimmt. Man
wird also 7y, = Q_ setzen kinnen, und das Ergebnis wird genau die-
selbe Zahlenreihe sein, die auch 7, = Q,_, = gibt.

Dasselbe, was hier von den groBen Terzen gezeigt worden ist,
liBt sich auch von den kleinen Terzen und Septimen beweisen. Bewirkt
man nimlich durch schickliche Wahl der Temperatur ¢ oder s, dab
irgend eine der kleinen Terzen oder Septimen irgend einer Quinte
gleich wird, so werden alle gleich, das heillt sie sind siimtlich unter
den Quinten enthalten, und sind weder mchr noch weniger an der
Zahl als diese.

Finden sich also endlich in der Quintenreihe Zahlen, die beziehent-
lich den folgenden

(18) Ty= o6 —=12b¢, {f—=t=12f S,—1¢=115¢

beinahe gleich geltend sind — und dies wird offenbar der Fall sein
miissen aus demselben Grunde, weil der Quinten unendlich viele in
dem ganzen Bereiche einer einzigen Oktave eingeschlossen sind — so
kann man die Temperaturen 7', ¢ und s immer der EKinheit nahe und
so wahlen, daB simtliche groBe und kleine Terzen und Septimen in
der Reihe der Quinten, zu welchen sie gehdren, bercits enthalten sind.
Hiemit ergibt sich aber die in einem Tonsysteme so wilnschenswerte
Allseitigkeit der Verwendung der Tone von selbst, indem man in der
Quintengruppe allein zu einem jeden Tone als Grundton mnicht nur
Quarte und Quinte, sondern auch grole und kleine Terz und Septime
findet, und vielleicht noch iiberdies durch geeignete Wahl der Tempe-
ratur ¢ das Tonsystem zu schlieBen imstande ist.

Hiemit wird aber der eigentliche Zweck des Temperierens erst
recht in helles Licht gesetzt, der nicht mehr ein bloBes Verfilschen
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ist, um einen und denselben Ton zu zwingen mehrere Rollen zu spielen,
sondern vielmehr in der Aufhebung der Inkommensurabilitit zwischen
den Tonen liegt, mit welcher daunn eine Reduktion von einer unend-
lichen auf eine miBige Anzahl von Toénen, die nun das ganze unend-
liche Tonreich vorstellen, verkniipft ist.

Da somit alles darauf ankommt, die Zahlenwerte (18) in der Reihe
der reinen Quarten und Quinten in moglichster Ahnlichkeit zu ent-
decken, so mogen dieselben der klaren Ubersicht halber wirklich
berechnet folgen, aber nur mit 4 Dezimalstellen, weil eine griBere
Genauigkeit zu den vorliegenden Zwecken nicht notwendig ist. Zu
dem kombinatorischen Namen ) des Tones erscheint dabei auch der
musikalische hinzugefiigt.

Q, =¢ —C Q =t =C

Q, =15¢ =G =3¢ Q_, —13333¢—F —1¢
Q —1125¢ =D =% Q, —1TM8E=B —'i¢
Q, — 168155 — 4 — g Q , —11852¢=Es =t
Qu — 126065 — 1 — ot Q, =158026=4ds =5
Q, —1'8984¢— 1T =22g Q_, =10535¢ = Des =§:

Qy — 142885 — Fis — 50 Q_, = 1404TE — Gos — 55 ¢
( )Q7 106798 — Cis — ont Q_; — LB129E— Ces =7, ¢
19

Qe = 16018f — Gis — .t Q_g = 1:2486¢ = Fls =2t

215

Q, —12014¢ — Dis — 2l Q_o = 1'6648E = Bos — 58

10 218
Q= 180208 — dis — 28 Q_io— 110998 = Eses — ynot

Qu — 135158 = Bis — ong Q_y— 147988 = Ases — 3qt

12 . 2120

Q,, = 10136 ¢ — His — gwg Q_1y= 19731 ¢ = Deses = 35§
18 2t

Quy = 1'6205 ¢ - Pisis = 0yt Q_yy— 13154¢ — Geses = gt
14 _ PR

Qy = 11404 § — Cisis = o5t Q_su— 177038 ¢ — Ceses = 5§

15

2!4
Qus = 17100 = Gisis = pzp Qs = 116928 = Fses — 1§
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Der aufmerksame Anblick dieser Zusammenstellung von Schwingungs-
zahlen lehrt, dab sich in derselben und in der N#he des Grundiones
zwel Gruppen von Zahlen entdecken lassen, die den Schwingungszahlen
der reinen groBen und kleinen Terz und Septime (18) #hnlich sind.
Man kann ndmlich die Tone

(202) Q,—1-2606¢—E, Q_,—1-1852 &= Fs, Q,,—1-8020¢ = Ais

datiir in Aussicht nchmen. Diese haben den Vortfeil, dem Grundtone
am nichsten zu liegen, und versprechen deshalb die einfachsten Ton-
systeme mit der allergeringsten Stufenzahl. Alle die letzferen nennt
Petzval Tonsysteme der ersten Klasse.

Man kann aber auch die zwar vom Grundtone etwas weiter ent-
fernten, dafiir aber mit der reinen grofien und kleinen Terz und Sep-
time besser iibereinstimmenden Tone
(20b) Q_,=1-2486¢ =Fes, Qy,=1-2014¢=Dis, Q_, = 1- 7638 { = Ceses
ins Auge fassen, und wird dadurch zu verwickelteren, aber reineren
Tonsystemen gelangen, welche Ietzval alle zur zweiten Klasse zihlt.

Es versteht sich von selbst, daB im Verzeichnisse der reinen
Quinten, wenn man dasselbe namhaft erweitert, sich Zahlen finden
werden, die den: 1-25¢, 1-2 & 1-75 ¢ noch niher, ja so nahe als man
nur wiinscht, kommen; allein sie befinden sich in so groBen Absténden
sowohl vom Grundtone, wie auch untereinander, geben mithin so voll-
stindige Tonsysteme, daB eine jede verniinftige Ursache des Temperierens
wegfillt, indem man mit demselben Aufwande von Mitteln auch voll-
kommen reine Téne habhen kapn.

Die hier angestrebte Allgemeinheit der Untersuchung verlangt,
daB dieser Sachverhalt klar nachgewiesen werde. Dies kann aber nur
dadurch erzielt werden, daB man dem Leser eine vollstindige Ubersicht
iiber alle in der unendlichen Quintenrethe vorhandenen grofen und
kleinen Terzen und Septimen verschaftt. Iliezu ist entweder die wirk-
liche Berechnung dieser Quarten- und Quintenreihe, weit genug ge-
trieben, notwendig, oder was vielleicht den Vorzug verdient, eine Me-
thode zur direkten Berechnung dieser genauesten Terzen und Septimen.
Diese soll hier gegeben werden.

3 . . . . 5
Sucht man zuvdrderst die Terzen und nimmt an, die Terz To=73¢

. . 3 L .
sel der Quinte Q_- = o ¢ dhnlich, unter m" und y positive oder auch

negative ganze Zahlen verstanden, dann ist nahezu
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oder wenn man y — 2 = 2 setzt,

3"
ot

m’ log3 — 2z log 2 = log b, das heibt
0-4771213m" — 0-30103002 = 0- 6989700 oder

4771213m" — 30103002 — 6989700 = 0.

Wir dividieren durch den kleinsten Koeffizienten, den der Unbekannten 2,

und erhalten
.. 1760913 m  — 969100
’ ¢ — - =
mo—a— 24 3010300 0.

Hier ist m” — 2 — 2 eine ganze Zahl, weshalb auch

” 1760913 m” — 969100

3010300
eine ganze Zahl sein muB, und nun haben wir
m —z—2+4+u=0,
3010300u — 1760913m” 4 969100 = 0,

) . 511526 — 969100
2u—m 1766513 = 0.

24 — m’ ist hier eine ganze Zahl, weshalb auch
v 511526 % — 969100

1760913

nahezu einer ganzen Zahl gleich sein muB; fiir « =2 findet dies in
roher Anniherung statt, so da man als erste Losung mit Riicksicht
anf die vorangegungenen Gleichungen:

u=2,m =4, =4, Q, =1.265625¢
hat. Aus der letzten, den Wert von v bestimmenden Gleichung folgt:

9263350 - - 53952
3v—ud- 2455 =0

2u —m' —ov=0.

Hier ist abermals

206386 53952 . o0
511526 ganze Zafl,

und

3v—u+24+w=0,
5116526w — 22633bv +- 53952 =0

58856w—|— 53952
2 —~ ’U‘+ 72%633544 = 2w — P + E = 0.
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So wie 2w — v, so ist auch

58856w -+ 53952 .
= o355 eine ganze Zahl,

was ziemlich mahe stattfindet fiir w = —1, wo & nur um den kleinen

Bruch ,2;;3%%, von Null verschieden ausfiilll. Dies gibt die zweite
90

Lisung:
w=—1,v=—2, u=—5, m = —8§,

p=— 10, y=—13, Q_, = 1-24839¢.

Noch niher aber fiir w =3, wo £ von der Einheit nur um den

4185
Bruch 555335

verschieden wird, liefert die dritte Lisung:
w=38,v=T, u-—=26, m' =45,
z2=109, y="T1, Q,, = 1-251205H¢.
Lsungen geringeren Ranges, die minder genaue Terzen liefern als Q_g,
Q,s, erhilt man noch fir

w=—25, —9, --und fir w=-=7, 11, --

sie werden hier einstweilen auBer Acht gelassen.
Die zur Bestimmung von £ dienende letzte Gleichung gibt

4E — 9089 & — 4904

W— = es —A—=4E—w-—1-7n=0
) 9089F — 4904 . , .
wobel # = —-—~— eine ganze Zahl sein mub.

Hieraus folgt aber

4322714 4904 _
6n—E + 908‘9****677—54—’3*0
weshalb
3:4:3)&9@0%_9—4% eine ganze Zahl vorstellt.
Dies findet nahezu statt, erstens fiir y =— 1, wo & nur®um 582 Som

9089
Null verschieden susfiilll. Es gibt dies die vierte Hauptlésung

n=—1,E=—6, w=—24, v=—D4, u=— 184,

m = — 314, 2= —500, y = — 498, Q _;,=1-249832¢
D 137
Und zweitens noch niiher fiir 4 = 1, wo & von der Einheit nur um gz
abweicht, woraus die fiinfte Losung folgt:
n=1,E="T, w=26, v="59, u=205
m’ =351, z = b4, y = b6, Qus — 1- 240068
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. . 308 o .
Endlich noch fiir # = 3, wo & nur um von 2 Einheiten verschieden

9089
befunden wird, was zur sechsten Losung fiihrt:
=3, E=20, w="T6, v =172, u = 594,
m’ = 1016, z = 1608, y = 1610, Q,,. = 1-250088¢.

Hier ktnnte man innehalten und hitte damit die Hauptauflgsungen der
vorgelegten Gleichung, das heibt diejenigen kennen gelernt, von deren
beinahe jeder man behaupten kann, daB in griBerer Nihe am Grund-

tone ), keine andere, dem reinen Schwingungsverhiltnisse % niher
kommende anzutreffen sei.

Aus diesen gewinnt man mit Hilfe der im Verzeichnisse (16) an-
gefiihrten reinen Quinten die anderen niederen Ranges. Letztere sind
nimlich der Gleichung

37”.
wm = om+z
3™ . S
entnommen fiir solche m und z, daB T nahe = 1 ist. Die hier be-
2 (]
sprochenen Terzen hingegen ergeben sich aus der Gleichung
3™
Q= 2—y§
; , 3™’ 5 . : '
fiir solehe #’ und y, daB o nahe - ist; also wird auch der Bruch
gntm B . . iy e dem Rei
ey nahe = - sein, und es ist mithin Q,, , auch eine dem Rein-

g 5 .
verhiltnisse o mehr oder weniger nahe kommende Terz, besonders,

wenn von beiden Q, und Q, der eine zu groB, der andere zu klein
gewihlt wird, wo dann Q,, , - gewdhnlich eine Terz ersten Ranges wird.

Z. B. die Quinte Qup = 0-999005¢ und die Terz Q o, =1-250088§
geben durch Multiplikation eine neue Terz:

Quoy = 1-248844¢.

Ebenso liefern die Quinte Qy, — 1-00209 ¢ und die Terz Q_o=1.24859¢
eine neue Terz ersten Ranges: Q, = 1.251205¢, die soeben vorge-
kommen ist. _

Die in der Quintenreihe befindlichen kleinen Terzen &hnlich zu
berechnen, ist nicht notwendig; denn sie ergeben sich aus den grofen
Terzen Glied fiir Glied auf eine hichst einfache Weise. Es ist niamlich

die Schwingungszahl der kleinen Terz ¢, =§—§; die einer ibr @hnlichen
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m'’

Quinte sei Qmws%é, so ist durch Setzen ganzer Zahlen fiir m”

und 2z nahezu

g™ 6 9.3 . . m''—1 1
5 5" 5 mithin g1 B
also
g—(m—1)
ST = 5 zu machen.

Fiir die grofien Terzen hatten wir die dhnliche Gleichung

3m’ . -
- 5, es wird mithin offenbar

. —m"+l=m', —2—1=y—2,
m’=—m" +1, z=—y+ 1

s gehiren also namentlich zu den folgenden GroBterzen ersten Ranges
dic unten stehenden Kleinterzen derselben Rangstufe

To = Q:U Q_s; Q45: Q_mu Qarm lee e Qm’
ty = Q-a; Qs; QJA: 9315, Q_sso; Q_1015 et Qm";

und es ist allenthalben dic Summe der Stellenzeiger entsprechender (),
also entsprechender Grofi- und Kleinterzen

m +m” =1,
eine wichtige Gleichung, in welcher ein Grundgesetz der Tonsysteme
seine Wurzel hat.

Jetzt sind nur noch die Septimen iibrig. Es sei eine solche Sozlé,

die ibr #hnliche Quinte ), = z-" ¢, so mufl durch ganze Werte von n

und ¥y

7
=1 ——,=1=—, 2=y — 2 gemacht werden.

Ubergehend zu den Logarithmen hat man
nlog3 — 2z log2 =1log 7, oder
4771213% — 30103002 = 8450980, hieraus

< 1760913n -} 579920

nw— 2z — —}-'J?;O’lmb' —n—z—3—+—u:0,

wo ehenso wie # — 2z — 3 notwendig auech anniihernd

176091837 -+ 579920 . v .
="—go10300 €wme ganze Zahl sein mull;
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hieraus folgt:
511526w 4 579920

Qu —np— =24 —n— v =
2u —n 760013 u—n—v=0_0,

wo
» 5115264 4 579920

T 1760913

eine ganze Zahl vorstellt.

Nahezu ist dies der Fall fiir «u = — 1, wo » nahe = 0 wird. Man
gewinnt dadurch eine erste Septime:

u=—1 n=—2,=—06,y——4, Q_,—=1-7T7117¢
Einen anderen Ton dieser Art minderen Ranges gibt
# =6, wo ¢ nahe = 2 wird; mithin

u=6,n=10, e =13, y =15, Q,, = 1-80203 ¢
Aus der letaten Gleichung in » folgt

226385v — 68394

31}—%—1—{—7511—5:767——:30—1&—1+w:0,
226335 — 68394 . . .
WO w = o~ - eine ganze Zahl sein mub; hieraus folgt aber
o BESSBw -+ 68394 : o _
2w — v+ e = 2w — v+ =0, mithin muB auch
58856 w - 68394 . . . "
| S +— — eine ganze Zahl sein. Dies findet nahezu statt fiir
226335 B
w=—1, wo dann & = 0 wird. Dies gibt eine ncue Septime:

w=—1, v=—2, u=—8, n=—14, z=-—-25, y=—23,
Q_,, — 1.75384¢
Aber auch w — 3 gibt ein & nahe an eins, also ist auch
w=3, v="T, u=23, n=39, #=09, y-—=61,
Qg = 1.1757H2¢.

eine annehmbare Septime.
Aus den letzten Gleichungen in & folgt

9089 -+ 9538

df—w—1—"—2 - =4—w—-1—-75=0
wo :
9089& + 9538
T 58836
eine ganze Zahl vorstellt. Dies ist nahe der Fall fiir £ =—1, wo 5

nahe Null wird.
Man erhilt so eine sehr genaue Septime:

E—~—1, w=—95, v—=—11, u=—39, n=—67, z2=—109,
y=—107, Q_. = L.75018¢.
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Die folgenden Tone dieser Art tragen bereits sehr hohe Stellenzeiger,
daher denn auch die Septimen in der Quintenreihe nur sehr spirlich
vertreten sind.

Der klareren Ubersicht halber mogen die bisher erhaltenen
grofen und entsprechenden kleinen Terzen und Septimen zusammen-
gestellt sein.

T,—Q, —1265625¢, t,—Q_, —LI185185¢, S,—Q_, —1.77778¢,

Q , —1.24859¢, Qy, =1.20136¢, Q, —1.80203¢,
21) Q, =1251205¢, Q_, =1.108848¢, Q_,—1.75384¢,
Q_,.—1.249832¢, Q,s —1200433¢, Q,, =1.75752¢,
Q,., —1.24996¢, Q_ 450 =1.200076¢, Q_,;=—1.75018¢,
Qe =1.250088,  Q_,4,,—1.200023¢, Q,ye —1.748403¢.

Diese GroB- und Kleinterzen und Septimen sind aber nicht die einzigen,
sondern nur die an Reinheit hervorragendsten derjenigen, von welchen
ein Tonforscher bei der Komstruktion von Tonsystemen Gebrauch
machen kann, und man erhiilt aus ihnen eine reiche Fiille von anderen
meist niederen Ranges, wenn man sie mit einer der Quinten multipliziert,
die der Einheit oder auch der Zahl 2 nahe kommen und die Stellen-
zeiger addiert.
Solche Quinten sind

Q. = 101364, Q_,, = 197308, Q, = 197721, Q_, = 101153,
Q3 = 1.00209, Q_,; = 1.99583.

Sogar die Tone des vorliegenden Verzeichnisses konnen im allgemeinen
so auseinander abgeleitet werden, z. B,

Q4 = Q_s ) Q12; Q4:) = Q_s ' Qsa; Qas = Q~4 ' 943:
Qy=Q_;- Q usw.

(SchluB folgt.)
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Petzvals Theorie der Tonsysteme.

Herausgegeben von Dr. phil. L. ErMENYI, Ingenieur in Wien.

(SchluB.)

IV. Tonsysteme der ersten Klasse.

Um zu den Tonsystemen erster Klasse zu gelangen, bilden wir zu-
nichst aus dem Verzeichnisse (19) der reinen Quinten temperierte.
Dies geschieht durch Multiplikation einer jeden Zahl mit einer Potenz
der Temperatur ¢, deren Exponent gleich dem Stellenzeiger des zu
dieser Zahl gehdrigen Tones ist. Wir heben dann aus dem Verzeich-
nisse heraus die Tone:

Q. — 12656¢'¢ — > 't —E,
Q_s = 11852¢7%¢ - 5 g4 = I,
Qu — 1802049 — 3. q1%¢ — Ais.

Dann temperieren wir aber auch die in den Formeln (18) verzeichnete
groBe und kleine Terz und Septime durch Multiplikation mit 7', ¢
und s:

Ty = 125T¢ =2 T8, t,— 1.2t — !

t§, 8 =1T6sf~— s,

o o

und stellen endlich die #hnlichen Schwingungszahlen von Q, und 7y,
Q_; und ¢, Q,, und §, einander gleich, was durch schickliche Wahl
der Temperaturen 7, ¢ und s bewerkstelligt gedacht wird:

31 b 34
-2?94§ =’4‘T§, aISO T= .,q Oq,

28 6 2¢. 5 80
(22) mg =g’5§ » t T3t = B¢’
3te 7 310 59049 59049
we . * __ 5 10 _ 10 10
g4 £ Z s¢, »”» S =owmd T gigs. 79 T nisad

Diese Gleichungen lassen ¢ unbestimmt. Man kann demselben

mithin noch unendlich viele Werte beilegen und wird so zu unendlich
Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 51. Band. 1904. 4. Heft. 23
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vielen Tonsystemen der ersten Klasse gelangen. Nur muB jedesmal
die Wahl des ¢ so getroffen'werden, daB weder ¢ noch 7} ¢ und s viel
von der Einheit verschieden ausfallen. Hiezu gehdrt aber wesentlich,
daB ¢ <1 sei. Dies ist aber eine notwendige Higenschaft aller Ton-
systemme der ersten Klasse, denn wollte man ¢ > 1 wiihlen, so hitte man
81

31 80 59049
807

> 810 S BTaedr

<<
lauter heulende Wolfe. Hier erklirt es sich auch, warum als Re-
prasentant der Septime der Ton Ais mit der reinen Schwingungszahl
1.8020¢ und nicht der der reinen Septime 1.75¢ ndhere Ton
B =177T78¢ = Q_, gewiihlt worden ist. Letzterer wilrde nimlich an-
statt der dritten der Gleichungen (22) fiir s die folgende andere ge-

liefert haben:
26 64

5.7 g7 68 g

die fiir jedes bei Tonsystemen erster Klasse zulissige g <1 einen
heulenden Wolf vorstellt, fiir ¢ = 1 jedoch noch den Vorzug behilt.

Multipliziert man nun die zwei ersten der Gleichungen (22) mit-
einander, so ergibt sich die merkwiirdige Gleichung

die ein Grundgesetz aller Tonsysteme enthilt, nimlich: Das Prodult
der Temperaturen der grofen und Ileinen Terz ist gleich der Temperatur
der Quinte.

Dieser Satz 1iBt sich noch anders aussprechen. Man hat nimlich
aus der vorhergehenden Gleichung auch

5, 6 3
i gt=50
mithin
log»iiT—}— log—g t = log;g
. b 6
Nun sind =7, -
Schwingungszahl eines Tones multiplizieren mufl, um jene seiner groBen,
kleinen Terz und Quinte zu erhalten, oder mit anderen Worten die
Schwingungsverhiltnisse der genannten Intervalle. Man kann also auch
sagen: Dic temperierte grofe und kleine Ters erginzen sich zur tewm-
perierten Quinte n dem Siwne, daffi die Summe der Logarithmen der
Schwingungsverhdltnisse der Terzen dem Logarithmus des Schwingungs-
verhdlinisses der Quinte gibt.
Es fragt sich, ob dieser merkwiirdige Satz auf die Tonsysteme

t, %q diejenigen Kaktoren, mit welchen man die
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der ersten Klasse beschrinkt ist, und wenn nicht, auf welche anderen
er auch ausgedehnt werden kann. Er verdankt sein Bestehen folgendem
Umstande. Weil die vierte temperierte Quinte vom Grundtone aus,
nimlich ¢*Q,, zugleich die temperierte Grobterz 7} ist, und weil die
dritte Quarte vom Grundtone aus, ¢ *Q ;, zugleich die temperierte
Kleinterz ¢, ist, so bestehen die Gleichungen

Ty=1¢q*Q, und 74 =¢"%Q_,,
aus welcher durch Multiplikation
Toto =4

erhalten wird. Der Grund der Richtigkeit des obigen Satzes ist also,
daB die Stellenzeiger derjenigen Quinten O, die zugleich die Rolle der
groffen und kleinen Terz iibernehmen, summiert Eins geben. Nun
haben wir aber im vorhergehenden Abschnitte gesehen und im Ver-
zeichnisse (21) klar vor Augen gelegt, daB zu jeder GroBterz Q.- eine
Kleinterz Q,,» desselben Ranges vorhanden ist mit
m +m'’ =1

Der fragliche Satz gilt also fiir alle jene Tonsysteme, bei welchen die
groBen und kleinen Terzen in derselben Weise gepaart vorkommen.

Um nun auch noch eine andere allgemeine Eigenschaft der Ton-
systeme der ersten Klasse zu erkennen, legen wir uns den ither dem
Grundtone O konstruierten Dreiklang CEG vor mit der musikalischen

und arithmetischen Bezeichnung wund den Schwingungszahlen seiner
Bestandténe:

, 31 . hon 3
C=Q, =8 E—Q, — 5a't—1260625¢'t, G—@— > qt=15g¢

Da die temperierte Unterdominante I die Schwingungszahl 3—4&§ be-

sitzt, 80 wird man durch Multiplikation mit 3%{ vorstehende Téne in

IFAC, d. h. den Dreiklang der Unterdominante verwandeln:

. 4 1.33333 3% N
I’ZQ_1=*3E§='*E*§; A=Q3=§93§=1-687993§; C=2{=10),.

Die Oberdominante G+ hat die Schwingungszahl gqg, man erhilt mit-
hin den Dreiklang der Oberdominante ebenso durch Multiplikation
., 3
mit 54
- 35
G=2qt=150t=Q, H=— 5t~ 18985t~ Q;,

D=Ygr=1125¢% — Q.
23*
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Wichtige Téne sind noch die kleine Terz Fs der Tonika C und die
Septime Fis der Oberdominante (. Sie erhalten in simtlichen tem-
perierten Tonsystemen erster Klasse die Schwingungszahlen:

258 1185185 . 3ilgll .
Bs=Qy=ipb=""1 & Fis=Q,= o & — 1.351524¢"¢.

Aus den Tonen oben genannter 3 Dreiklinge, geordnet nach der
GroBe ihrer Schwingungszahlen, setzt sich die Dur-Tonleiter iiber dem
Grundtone (Tonika) C = ), zusammen:

¢ D E v G A4 H c
QO} Qﬂ’ Q&’ Q—l ’ Ql) Qﬂ) Q5J QO’
32 34 a2 3 3¢ 35 .
& §q2§; §q4§, ﬁé, 545 §q3§; '2’1"15?,7 2§,
1.3333

¢ 119254%, 1.2656¢%¢, ¢, 15gt 1.68754%, 1.8984¢%¢ 2¢

Aus den Schwingungszahlen dieser Téne folgt znnichst:

282

O NPT P

In simtlichen Tonsystemen erster Klasse sind daher die ganzen
Tone alle gleich, und es wird kein Unterschied zwischen groBen und
kleinen Toénen gemacht, wie er in der reinen Tonleiter besteht. Dies
ist nun allerdings eine Abweichung vom reinen Wohllaute, die nur
dadurch unmerklich gemacht werden kann, daB man sie auf die dis-
sonanten Intervalle wirft.

Ferner ergibt sich noch

F . C . 28 _ 1.0535

" TH Twg T g
und-

) Eis 37 7

Tis =7 = 5541 = 1.0679q7,

F 218 1

Fis 3T 10136441
g1l s ¥ . E .
Mithin ist der groBe Halbton . von dem kleinen Halbtone %, im
allgemeinen verschieden, ausgenommen, es wire g so beschaffen, daf

98 g7 g1z
3o gd, also og? =1,
q = '}/0.986541 = 0.99887
ist.
Dies ist die wohlbekannte Temperatur der Quinte im 12-stufigen,
chromatischen Systeme; also in diesem und nur in diesem ist der groBe
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Halbton dem kleinen gleich. Mit dem Zusammenfallen der beiden Halb-
téne wird aber auch F = Fis, d. h. die Unterdominante ist auch zu-
gleich die Septime des Septimenakkords der Oberdominante.

Bei allen anderen Tonsystemen der ersten Klasse, in welchen
g < 0-99887, ist der groBe Halbton gréBer als der kleine, und die
Septime tiefer als die Unterdominante. G#be es hingegen brauchbare
Tonsysteme erster Klasse, in welchen ¢ > 0 - 99887, wo dicses g der
Einheit noch niher kime als im chromatischen, also mit noch reineren
Quinten, so wire in denselben der kleine Halbton grioBer als der grofle,
und die Septime hoher als die Unterdominante. Dall es derlei Brauch-
bares nicht geben kann, liegt auf der Hand.

Endlich ist noch vermdge der oben angefiihrten Gleichungen
E F _F 8 , .
B E = Fs — g+ 4 = cinem ganzen Tone,
Eis F_F_ 20
E Eis K T g

= einem groBen halben Tone.

Also setzen sich der groBe und der kleine Halbion zu einem gunzen
Tone, und der kleine Halbton und das Intervall ;;; zu einem grofen

Halbton zusammen.

Selbstverstindlich 1aBt sich iiber einem jeden der temperierten
Quintenreihe entnommenen @, nicht nur ein Dreiklang, sondern auch
eine ganze Tonleiter aufbauen, sowie iiber dem Grundtone ¢, Die
allgemeine Formel fiir diese Tonleiter geht aus derjenigen fiir den
Grundton @, hervor, indem man p Einheiten zu den Stellenzeigern
sémtlicher Téne ¢ addiert, unter p eine beliebige, ganze, positive oder
negative Zahl verstanden. Diese Formel ist also

Qp; Qp+2? Q_p+4’ QpAl, Qp+l7 Qp+8’ Qp+5’ Qp'

In allen fiir verschiedene Werte von p in dieser Formel enthaltenen
Tonleitern haben die korrespondierenden Intervalle einerlei GroBe;
der ganze Ton, die beiden Halbttne sind iiberall dieselben. Die Kon-
sonanzen, Quinte, Quarte, Terzen und Septimen sind in allen gleich
temperiert.

Auch fiir die Molltonleiter iiber dem Grundtone @, 1aBt sich eine
ghnliche Formel aufstellen, zu der man auf demselben Wege gelangt.
Der dem Grundione €, = C angehirige Moll-Akkord ist namlich C,
Es, G. .

i 3
C===QO==§’ EszQ—Szgzq‘Bg’ nglz’iqg.
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Durch Multiplikation mit 3%, ebenso mit Zq bewerkstelligt man die
Verwandlung desselben in die Moll-Dreiklinge.
F, As, ¢ und G, B, D.

2% 27
Q_1=F= ?qu Q74=AS=§4E4C, QOZ CI?C;

3 24 3%
Q] :G=§qgl Q-—2= B=32q2§1 Q2:])=§;Q2C-

Aus den Tonen dieser 3 Moll-Dreiklinge entsteht die Molltonleiter iiber
dem Grundtone @,

C D Es F G 4 B C
Q @& €, @, €& @, @ @

Und indem man p Kinheiten zu den Stellenzeigern siimtlicher Téne ¢
hinzufiigt, erhilt man die allgemeine Formel aller Moll-Tonleitern iiber
dem unbestimmten Grundtone @:

Qp Qp+2 Qp_s Qp—l Qp+1 (t)vp—zt Qp_z Qp'

Die arithmetische Nomenklatur kann hier sowohl, wie auch in der
allgemeinen Formel der Dur-Tonleitern in die musikalische fiir jedes
hestimmte p mit Hilfe der Quintentabelle iibertragen werden. Fiir die
vorliegenden Zwecke ist dies jedoch nicht notwendig.

Der Musiker braucht, um die in verschiedenen Tonarten geschriebenen
Tonstiicke spielen zu ktnnen, die Téne mehrerer Tonleitern, und weil
vorzugswelse verwandte Tonarten in Anwendung kommen, so bilden
die Grundténe dieser benstigten Tonleitern eine Reihe kontinuierlich
fortschreitender Quinten in gewisser Anzahl. Die moderne Musik setzt
deren 12 fest. Dies war jedoch nicht zu allen Zeiten gleich, leidet
auch jetzt fir gewisse Instrumente eine Ausnahme und kénnte vielleicht
in Zukunft anders werden.

Nehmen wir also, um allgemein zu sprechen, an, der Musiker
brauche p + 1 Tonleitern iiber den p + 1 Grundtouen (Toniken)

QO’ Ql! QQ} Q3J st p—12 Qp

und zwar in Dur wie in Moll, so lchrt der Anblick der iiber den
duBersten Tonen ¢, und @, aufgebauten Dur- und Moll-Tonleitern, daB
hiezu alle Téne bendtigt werden aus der folgenden Quintenreihe:

Q_o Y3 Qoo @1y Qo @1y oy -5 Qpors oy - - ' 450

Sie sind p + 10 an der Zahl, also um 9 mehr, als Dur-Tonarten. Die
letzten 6 von ihnen ermangeln zudem der reinen Septime des Ober-
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dominant-Septimenakkordes, und miissen sich anstatt dieser, mit der
Unterdominante behelfen. Will man diesem Mangel abhelfen, und allen
Tonarten echte Septimen verschaffen, so muB man die vorliegende Reihe
bis @,,,; fortsetzen, was p + 16 Toéne gibt, also um 15 mehr als
Dur-Tonarten.

Dies gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, daB alle diese p + 16
Ttone voneinander verschieden sind; befinden sich hingegen unter ihnen
eimander gleiche, dann kann oft eine namhafte Ersparnis an Tonmitteln
erzielt werden. Xin solches Zusammenfallen mehrerer Tne in einen
findet aber nur in geschlossenen, in sich zuriickkehrenden Tonsystemen
statt, und die Ersparnis ist dann am groBten, wenn es gelingt, ein ge-
schlossenes Tonsystem von p + 1 Stufen d. h. von so vielen, als Ton-
leitern bendtigt werden, aufzufinden.

In einem solchen ist nimlich

Qp+1: 07 Qp+2: 17 Qp+3=Q27 D) p+11:Q]07

Qp = qu prx =@_, prz =Q 5 - -8 = Q4

und nur die p + 1 Tone
Qu; (L)l) Q27 ) Qp

sind wirklich voneinander verschieden. Man hat daher mit nur p + 1
Ténen ebenso viele Tonleitern, die gleichmiBig mit allen konsonanten
und dissonanten Intervallen versehen sind. Das geschlossene Imsich-
zuriickkehren des Tonsystems erspart mithin wenigstens 9 Tone, und

wenn dasselbe mit einer guten, dem reinen Schwingungsverhiiltnisse

nahe genug kommenden Septime versehen ist, sogar 15 Téne.

Da nun solchergestalt die geschlossenen Tonsysteme unter iibrigens
ihnlichen Umstéinden vor anderen einen bedeutenden Vorzug behaupten,
so entsteht die wichtige Frage: Gibt es auBer dem iiblichen 12stufigen
chromatischen noch andere geschlossene Tonsysteme der ersten Klasse,
und welches ist ihre Stufenzahl?

Diese Frage zu beantworten, bringen wir in Erinnerung, dall, wie
im II. Abschnitte bewiesen worden ist, die Tone eines geschlossenen
(p 4 1)-stufigen Tonsystems, wenn man sie nach ithrer Hohe d. h. GriBe
der Schwingungszahlen ordnet, eine geometrische Progression bilden,

wie
6 af, @, o, ..., @, @t

in welcher of*!'=2 ist. Ein jedes in der Tonleiter vorkommende
Intervall erhiilt von den (p + 1)Stufen, in welche die Oktave zerfillt,
eine bestimmte, offenbar ganze Zahl. Das kleinste Intervall ist in den
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Tonsystemen erster Klasse das zwischen dem groBen und kleinen Halb-
ton bestehende, wie oben mnachgewiesen wurde. Nehmen wir an, dieses
kleinste Intervall habe %k solche Stufen, der kleine Halbton deren m,
so hat der groBe Halbton deren m 4+ k. Der ganze Ton besteht aus
einem grofen, und einem kleinen Halbtone, hat mithin 2w + & Stufen.
Die Tonleiter zihlt 5 ganze Tone und 2 grofe Ilalbtone, hat also im
ganzen p + 1 = 12m + 7% Stufen.

Verschiedenen Werten von & und m entsprechen verschiedene ge-
schlossene Tonsysteme, und zwar gibt die Voraussetzung % =0 die
erste Gattung derselben, néimlich Tonsysteme, die fir

, 2, 3, 4
(p4+1)=12m =12, 24, 36, 48, ...

m=1 s

) > -0

Stufen enthalten. Sie sind nicht voneinander verschieden, sondern fallen
alle in das einzige, wohlbekannte 12stufige System zusammen, welches
mithin allein fiir sich eine Gattung bildet.

Die zweite Gattung bekommt man fiir £ = 1. Hier entsprechen
den angenommenen Werten von m

m=1, 2, 3, 4, 5,...
p+1=12m+17 =19, 31, 43, b5, 67, ... stufige
Tonsysteme. Thre Quintentemperaturen erhilt man, wenn man der

Reihe nach
Q = @y, Qa1 Quss Oss» Os1

das heiit 1 = 1.08244%°, 1.089729%, 1.1122¢% 1.12744%, 1.14274%, ...
setzt, was ¢ = 0.99584, 0.997012, 0997530, 0.997822, 0.998009
ergibt.
Eine dritte Gattung erbilt man fiir £ = 2, was fiir die Werte

yon m

m=1, 2, 3, 4, 5, ...
p+1=12(m+1)+2 =26, 38, 50, 62, 74, ...

Stufen zur Folge hat. Die entsprechenden Quintentemperaturen gewinnt
man hier der Reihe nach, indem man

QO - Q267 Q38; Q50: L)

das heiBt 1 = 1.1609¢%, 1.1717¢%, 1.18774%, ..
setzt.

Hier kommen auch Tonsysteme vor, die wir als zur zweiten Gattung
gehorend kennen gelernt haben. Jedes zweite der vorliegenden Reihe
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ist ein solches: Das 38stufige ist mit dem 19stufigen der zweiten Gattung,
das 62stufige mit dem 3lstufigen usw. identisch, sodaB als wesentlich
zur dritten Gattung gehdrig nur die Tonsysteme mit 26, 50, 74 ...
Stufen zu betrachten sind. Sie entsprechen den ungeraden Werten von
m, daher man die eigentliche Formel fiir die Tonsysteme der dritten
Gattung erhalten wird, wenn man m = 2» 4 1 setzt, ndmlich:

p+1=24(n+1)+2.

Man kénnte nun noch k=3, 4, D, ... setzen und so eine 4', 5te,
6 Gattung aufstellen. Allein die Stufenzahlen werden immer griBer,
die Werte von ¢ immer ungiinstiger, und man iiberzeugt sich bald,
daB, was man in den 3 ersten Gattungen nicht findet, in den folgenden
vergebens gesucht wird.

Das sind die allgemeinsten Eigenschaften der Tonsysteme erster
Klasse. Um weitere kennen zu lernen, muf man sich in nihere Unter-
suchungen einlassen. Sie konnen daher erst spiter zur Sprache kommen.

Aus den Gleichungen (22) gehen alle die unendlich vielen Ton-
systeme der ersten Klasse hervor, und ein jeder Musiker, der sich mit
der Absicht trigt, ein neues aufzustellen, kann sich dasselbe nach Be-
lieben wahlen, und kann diese Wahl entweder nach wissenschaftlichen
Grundsitzen treffen, oder uach richtigen oder unrichtigen vorgefaBten
Meinungen, oder nach einer besonderen Vorliebe fiir irgend eine Kon-
sonanz, oder nach anderen Beweggriinden.

Um zu zeigen, wie dies zu geschehen hat, fithren wir diejenigen
Tonsysteme erster Klasse, die bisher bekannt geworden sind, zuerst vor,
hiebei freilich von der unstatthaften doppelten Fiktion ausgehend, daB
den Erfindern derselben die Gleichungen (22) vorgelegen seien, und daB
sie das, was sie wirklich gefunden haben, mit allen seinen Eigenschaften
auch haben finden wollen.

Nehmen wir an, der erste dieser fiktiven Tonsystem-Erfinder sei
ein konsequenter Quintenpuritaner, der seine Meinung etwa auf folgende
Weise formuliert: Die vollkommenste und edelste aller Konsonanzen
ist unbestrittener MaBen die Oktave, sic ist auch die allerempfindlichste
gegen Verfilschung, und hat infolge ihrer nahen Verwandtschaft mit
dem Grundtone und ihrer auBerordentlichen Empfindlichkeit das Vor-
recht, untemperiert zu bleiben. Die Quinte ist aber von derselben
direkten Abkunft; nach der Oktave die vollkommenste aller Konsonanzen
iibertrifft sie diese noch an Lieblichkeit und Macht der Wirkung in
der Musik. Gegen Verfiilschung ist sie ebenso empfindlich wie die
Oktave. Das Reinheitsprivilegium darf daher micht der Oktave allein
gebihren, sondern muB auf die Quinte ausgedehnt werden. Da also
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ein Tonsystem mit absolut reinen Quinten verlangt wird, ist ¢ =1 zu
setzen und die Gleichungen (22) geben
ory p_ 8 _ 1, 8 1
(25) T=gpo=1tgt=g=1"4"
Die Temperatur der Septime kann entweder den Gleichungen (22) oder
(23) entnommen werden; da letzteres hier das vorteilhaftere ist, so
wird man

64

1

erhalten. Dies ist das griechische Tonsystem des Pythagoras.

Hier mdgen einige Bemerkungen zu diesem Beispiele angefiigt sein,
die zum richtigen Verstindnis des behandelten (egenstandes vielleicht
mehr beizutragen geeignet sind, als das Beispiel selbst. Der Erfinder
des griechischen Tonsystems ist cin fiktiver, d. h. die Griechen haben
zwar ihr Tonsystem erfunden, waren mithin Quintenpuritaner, tatsichlich
aber waren sie dies nicht aus Grundsatz, denn eine eigentliche Theorie
kannten sie nicht, sonst hétten sie wohl cinen ganz anderen Gebrauch
davon gemacht. Es ist ein erheblicher Unterschied zwischen einem, von
einer richtigen mathematischen Theorie geleiteten Erfinder und einem
anderen, der dieses Hilfsmittel entbehrt. Der erste gleicht einem Manne,
der mit der Formel als Quittung in der Hand zu einer Kasse geht
und sich einen bestimmten durch die Formel festgestellten Betrag aus-
bezahlen 1aBt. Der andere dagegen einem Manne, der auf der Strafle
umherirrt in der Hoffnung, einen vollen Geldbeutel zn finden. Manch-
mwal findet er wirklich einen solchen, manchmal etwas gunz anderes,
oft gar nichts, und hat meistenteils auch im glinstigsten Falle keinen
Anhalt zur Beurteilung, ob er mit seinem Funde zufrieden zu sein
Ursache habe, oder mehr zu suchen Veranlassung nehmen solle.

Die bisher bekannt gewordenen Tonsysteme sind meist auf dem
Wege eines Versuches und nicht auf Grundlage einer umfassenden
Theorie erfunden, gleichen also immerhin einem gefundenen Geldbeutel,
bei dem man nicht fragen darf, warum der Erfinder nicht mehr ge-
funden oder warum er nicht lieber Gold gefunden habe statt Silber.
Der Mathematiker hingegen mul seinen klaren Willen darlegen, er darf
nicht etwas anderes wollen und etwas anderes erreichen. Eine wohl-
geordnete mathematische Theorie der Tonsysteme darf sich daher keines-
wegs darauf beschrinken, dem Leser nur einige, wenn auch sehr gute
Tonsysteme mit lobender Kritik und Empfehlung vorzufiihren. Sie
mub vielmehr demselben alle moglichen, systematisch eingeteilt in
Klassen und Gatbtungen, mit Angabe der allgemeinen und besonderen
Eigenschaften vorlegen. Dies ist aber noch nicht genug. Sie hat den
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Leser noch tiberdies in der zu treffenden Auswahl zu leiten, jedoch
nicht dadurch, dab sie ihm eine bestimmte Ansicht aufzudringen sucht,
sondern dadurch, daB sie ihn lehrt, seine eigene wie immer geartete
Ansicht in die mathematische Sprache zu tbertragen, und der Analysis
dasjenige Tonsystem, welches dieser seiner Amsicht am vollkommensten
entspricht, methodisch abzufragen und tabellarisch iibersichtlich in der
ganzen Ausdehnung der musikalischen Praxis berechnet vorzulegen.
Das einfachste Mittel zn diesem Zwecke schien die Vorfiihrung fiktiver
Tounliebbaber mit den verschiedenartigsten Ansichten zu sein, die man
diese ihre Ansichten genau formulieren, und teilweise der Klarheit
wegen auch begriinden 14Bt, und denen man dann mit Hilfe geregelter
mathematischer Methoden die angestrebten Zwecke erreichen und die
besonderen Amnsichten verwirklichen hilft. Selbstversiindlich werden
niemand, und wire es auch der Erfinder eines Tonsystems selbst, derlei
An- oder Absichten zugemutet. Am allerwenigsten bekennt sich aber
die Theorie zu irgend einer derselben. Diese hat vielmehr und vertritt
keine besondere Aunsicht, sondern betrachtet alle vollstindig aufgezihlten
Tonsysteme als ebenbiirtige und gleichberechtigte Auflgsungen eines
und desselben mathematischen Problems.

Die zweite Bemerkung ist: Die Tonsysteme erster Klasse vertragen
sich mit den reinen Quinten nicht, indem sie dieselben nur um den
Preis sehr falscher Terzen und Septimen erkaufen lassen. Viel besser
befreunden sie sich mit reinen Terzen und Septimen, wie in der Folge
dieser Untersuchung erhellen soll. Liebhaber reiner Quinten sind daher
gendtigt, ihre Zuflucht zu den Tonsystemen der zweiten Klasse zu
nehmen, wo sie wirkliech erhalten, was sie wiinschen.

Fithren wir uns jetzt einen zweiten fiktiven Tonliebhaber vor, der
seine Wiinsche folgendermallen in Worte kleidet: Ich erkenne den hohen
Wert reiner Oktaven und Quinten an, aber ich kann doch billig ver-
langen, daB man damit auch praktische Musik machen kénne, und zwar
mit bescheidenen Tonmitteln. Hiezu braucht man aber bei einer
miBigen Anzahl von Ténen eine geniigende Auswahl von Tonleitern,
die wieder am besten in einem geschlossenen, in sich zuriickkehrenden
Tonsysteme zu haben sind. Ich wiinsche also ein solches, auch wenn
es mit einem kleinen Opfer an Reinheit der Quinten erkauft werden
miiite. Diesem Begehren wird durch dus gegenwiirtig im Gebrauche
stebende 12stufige, chromatische Tonsystem Geniige geleistet, welches
wir im Vorhergehenden bereits sattsam kennen gelernt haben. Die
Temperaturen der kongonanten Intervalle in demselben sind:

1 1 1 1
@D e=logm, I—14 (=1 S— 15
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Der Vergleich dieser Zahlen mit denen des Pythagorfiischen Tonsystems
lehrt, daB man durch ein sehr geringes Opfer von 8;_7 der Schwingungs-

zahl, gebracht an der Reinheit der Quinte, eine sehr merkliche Auf-
besserung um beiliufig den 3fachen Betrag bei den beiden Terzen
erzielt hat. Die Septime hat sich aber verschlimmert in einem MabBe,
da man gendtigt ist anzunehmen, die reine Septime sei im chroma-
tischen Systeme durch gar keinen Ton vertreten.

Gehen wir jetzt von den Verehrern reiner Quinten zur Voraus-
setzung eilnes Tonforschers iiber, der ein anderes Intervall, etwa die
kleine Terz in besonderen Schutz nimmt, also ein Tonsystem zu haben
wiinscht, in welchem ¢ = 1 ist; mithin ist vermdge der Gleichung (24)
g = T, und infolge der zweiten der Gleichungen (22):

80 ¥ 4.30887
(28) A=, also g=)/ =ty o7

Diese Zahl belehrt uns, daB man die reine kleine Terz nicht um-
sonst erhalte, sondern mit einem namhaften Opfer an Reinheit der
Quinte bezahlen miisse. Aber auch alle iibrigen Eigenschaften eines
Tonsystems sind nur um den Preis zu haben, z. B. das geschlossene
Riickkehren in sich selbst. Und wenn man das in Rede stehende Ton-
system in ein geschlossenes umschaffen will, muB man so fragen: Wie
viel muB man von der absoluten Reinheit der kleinen Terz ablassen,
um dafiir ein geschlossenes Tonsystem zu erhalten?

Die Antwort auf diese Frage erstreben wir so: Ein geschlossenes
m-stufiges Tonsystem ist vorhanden, wenn man in der Quintenreihe
einen Ton Q,, entdecken kann, der fiir irgend ein ¢ dem Grundtone Q,
gleich wird.

Setzen wir also Q,=0Q,,, das heibt:

=Z—ag"‘§, und untersuchen, ob dieser Gleichung nicht

fiir den obigen Wert von ¢ oder einen sehr wenig davon verschiedenen
und fiir irgend welche ganzzahligen Werte von m und « Geniige zu
leisten wiire. Die Gleichung schreiben wir in folgender Gestalt:

7

(29) :—,,.2”‘=2""”'=2’, wo o — m = 2 isi.
Hieraus folgt: N
(30) - g= 25:%2 " =§2; und

log8 4 logg 1
T T log 2 ’

Elzq Wi

(31)
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Die letztere dieser beiden Gleichungen suchen wir nun anniherungs-
weise aufzulésen in ganzen Zahlen fiir £ und m; wir setzen zu diesem
Behufe anstatt ¢ den durch die Gleichung (28) gegebenen Wert und
entwickeln sodann den zweiten Teil der Gleichung (31) in einen Ketten-
bruch. Der demselben am nichsten kommende Niherungsbruch kann

T .
dann fiir S, genommen werden. Ks wird so:

x 4 753 229
m 3010 300
1
- 1
14—
14—
24 :
1 PR—
+ o 2361
159303

Der zum letzten Nenner 2 hinzugefiigte negative Erginzungshruch ist
so klein, daB er vernachlissigt werden kann. Man bekommt also einen
sehr genauen N#éherungsbruch:

z 11

aus welchem zu schlieBen ist, daB es wirklich ein geschlossenes 19stu-
figes Tonsystem in der nichsten Nihe desjenigen mit absolut reinen
kleinen Terzen gebe.

Seine Quintentemperatur entspricht aber nicht der Gleichung (28),

sondern muf} aus der Gleichung (30) fiir % ~ 1L heu berechnet werden:

19
logg=—0-0018108

g—0-99584 =1 L 22

240 240
Mit Hilfe dieser Werte des ¢ und seines Logarithmus schreitet man
zur neuen Berechnung von 7', £ und s uus den Formeln (22) und erhilt

1 234

1 11 561
t=1.000086H=1 +ﬁ’5ﬁ=11 560

1 80
5=0-98T68 =1 — g =51’

Das geschlossene 19 stufige Tonsystem hiitten wir also ziemlich

1 .
billig erhalten, gegen ein Opfer von ;i %gs der Schwingungszahl der

kleinen Terz. Die Tone folgen in diesem Systeme einer geometrischen

Progression, deren Quotient /2 — 1.087 155 ist.
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Sie sind:
Qo =0 = 4 =
Q, =Cis=1-0372¢ =¢V2
Q_, — Des—1-07569¢ = ¢'}/2¢
Q, =D —=1-11566¢—¢')/28
Qy =Dis=1-1pT11¢=¢ i/2‘*

Q_y=Fs =1.20010¢ = ¢'}/2°
Q, —FE —1.24459¢—¢')28
Q. — Eis— 1-29094 ¢ — £V/27 — Fes
Q_,=F =1.33881¢—¢'/28
(38) Q; = Fis—1.38801¢—¢Y2°
Q_o— Ges— 1-44024 ¢ — ¢'P/200
Q, =G —=1-49376¢--¢yon
Q, =Gis—1.-54926¢—¢'Y 2
Q_,=As = 1-60082¢ =¢'}/28
Q, —A4 —1.666062¢— ¢y 21
Q,, —Adis— 1-12844¢ — ')/ 215
Q =B —1-19266¢=¢'}/2
Q, —H —1.85927¢=¢9V7-

Q_;=Ces— 1.92835¢— ¢V 2% — His
—¢om.

Dieses ist das Tonsystem Opelts. Es besitzt sehr schiitzbare Eigen-
schaften, die es in der Tat empfehlen. Zwar ist die Reinheit der Inter-
valle eine mibige. Allein schon der Umstand, daB ein so intelligenter

und erfabrener Musiker und Akustiker wie Opelt sein Tonsystem dem
239
240
wenigstens fiir die groBe Mehrzahl musikalischer Instrumente eine sehr

musikalischen Publikum empfehlen konnte, beweist zur Geniige, dal}

gut zuldssige Temperatur der Quinte sei.

Es scheint #ibrigens gerade die rechte Anzahl von Ténen zu be-
sitzen, weder zu wenig, noch zu viel, sondern fiir das Bediirfnis der
Musik gerade genug. Den Beweis hiefiir scheint die Erfahrung zu
geben, nach der Violinspieler unter anderen wirklich 19 Ttne kennen,
und die musikalische Notenschrift auch Zeichen fiir 19 Tone besitat.
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Aus ihnen werden 19 Dur- und eben so viele Moll-Tonarten und
Leitern gebildet, was mehr als genug ist. Die Tonintervalle in der
reinen Tonleiter vermag das Opeltsche System treuer wieder zu geben,
als das chromatische, weil es bereits einen Unterschied macht zwischen
groien und kleinen Halbtdnen. Der grofle besteht aus zwei, der kleine
sus einer Tonstufe, der ganze Ton hat drei Stufen. Mithin geben die
b ganzen und 2 groBen Halbténe der Skala gerade 19 Tonstufen des
Systems. Diese Halbténe sind nun wohl nicht ganz die der reinen

Skala, wo dem kleinen Halbton das Schwingungsverh#ltnis ;§= 1- 0416,

19210666 entspricht, wihrend Opelt hicfiir die
Zahlen: 1.-0372 und 1.0756 hat. s kommen diese Zahlen aber doch
den reinen Verhiltnissen niher, als der gemeinsame Reprisentant beider
Halbténe im 12 stufigen Systeme, ndmlich: 1.0595.

Diese Beispiele bereits bekannt gewordener Tonsysteme migen
geniigen, Wir wenden uns nun zu solchen Systemen der ersten Klasse,
die auf Grundlage dieser Theorie aufgebaut bisher wnoch wnichi bekanni
geworden sind, und lassen deshalb noch einen hypothetischen Musik-
liebhaber auftreten, der folgende Betrachtung anstellt: Wer irgend
etwas, also auch ein Tonsystem haben will, muBl sich vor allem anderen
die Frage stellen, was kann ich verniinftiger Weise wollen und auch
erhalten? Hiezu gehdrt aber die volle und genaue Kenntnis aller
Eigentiimlichkeiten der gewiinschten Sache, mit denen man sich also

dem groflen das

zu befreunden hat. Die hier am meisten in Betracht zu nehmende
Eigentiimlichkeit eines Tonsystems ist der innige Zusammenhang aller
seiner Eigenschaften, infolgedessen man keine von ihnen antasten kann,
ohne alle iibrigen mchr oder weniger zu verletzen. Deswegen erhilt
man hier auch nichts umsonst; alles muB mehr oder weniger teuer
bezahlt werden, am aller kostspieligsten aber ist die absolute Reinheit
irgend eines Intervalles. Die absolut reine Quinte z. B. muB8 mit
heulenden Terzen und Septimen bezahlt werden. Wer absolut reine
kleine Terzen haben will, mufl dafiir die iibrigen Intervalle bis zum
duBersten temperieren, beinahe {ibertemperieren. Dies kommt unstreitig
daher, dal reine Intervalle mit dem Urbegriffe eines Tonsystems im
direktesten Widerspruche stehen. Aber auch andere geschitzte Higen-
schaften eines Tonsystems miissen um diesen Preis der Reinheit im
allgemeinen erkauft werden, z. B. das geschlossene Riickkehren in sich
selbst. Man hat also jederzeit sorgfiltiz dasjenige, was man an guten
Kigenschaften erreichen will, gegen das, was man aufopfern muf}, in
die Wagschale zu legen, und acht zu geben, dal mun bei dem Handel
nicht zu kurz komme. Dazu jedoch ist es umnerlillich, dall man diese
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guten Eigenschaften nicht nur kenne, sondern auch ihrem relativen
Werte nach richtig zu schiitzen wisse. Sie sind:
1. Die Reinheit der Intervalle.
2. Okonomie, das heift miBige Anzahl der zum Musizieren be-
notigten Tone.
3. Genligende Menge und Auswahl an Dur- und Moll-"Tonarten.
4. Geschlossenes Riickkehren in sich selbst samt dem hiemit in
Verbindung stehenden Fortschreiten der Tone in geometrischer
Progression.

. AnschluB an denjenigen Teil der gegenwirtig in Ubung stehen-
den Gesetze der Tonkunst, der dem Fortschritte derselben in
der Zukunft nicht hinderlich ist.

6. Auch das musikalische Instrument ist in Betracht zu ziehen,

[

und das Tonsystem soll womdéglich dem Baue und sonstigen
Eigentiimlichkeiten desselben nicht widerstreben.

Um iiber den relativen Wert dieser Eigenschaften zu richtigeren
Begriffen zu gelangen, nehmen wir sie der Reihe nach vor und ergehen
uns iiber dieselben in folgenden Betrachtungen.

Die Reinheit der Intervalle anlangend ist schon bemerkt worden,
daBl sie teuer zu stehen kommt, und es kann auch noch hinzugefiigt
werden, dab sie, iiber eine Grenze hinaus getrieben, wertlos ist. Denn
es gibt fiir jedes konsonante Intervall eine Verfilschung, die so klein
ist, daB} sie von einem musikalisch gebildeten Durehschnittsgehtr unter
Umstinden, unter welchen man Musik zu machen pflegt, eben noch
nicht bemerkt werden kann, aber doch so groB ist, daB eine geringe
Steigerung sie schon bemerklich machen wiirde.

Diese Verfilschung heiBe die wvirtuelle Verfalschung des ent-
sprechenden Intervalls und die ihm entsprechende Temperatur die vir-
tuelle Temperatur.

Uber die Grenze dieser virtuellen Temperatur hinuus ist jede
Steigerung der Reinheit des Tones nur von sehr geringem Werte, denn
sie kann nur durch kiinstliche Mittel bei der Stimmung der Instru-
mente hervorgebracht werden, und ist, wenn zustande gebracht, gar
nicht wahrzunehmen, auBer eben mit diesen Hilfsmitteln, z. B. Stimm-
gabelapparaten. Man kann aber doch nicht mit einem ganzen Stimm-
gabelkabinett ins Konzert gehen, und kénnte man es, so wiirde es im
Sturme schnell verbrausender Tone doch nichts niitzen. Es gibt also
eine fiir die praktische Musik nicht nur unerreichbare, sondern auch
iiberfliissige Tonreinheit, die aber fiir den, mit dem Aufbau eines Ton-
gystoms beschiiftigten Theoretiker einen groBen Wert hat, weil sie einzig
und allein das Kapital bildet, durch dessen Aufopferung die heulenden
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Welfe beseitigt und alle schitzbaren Eigenschaften dieses seines Ton-
systems erkauft werden.

Die Reinheit der konsonanten Intervalle hat also allerdings in
einem Tonsysteme ecinen hohen Wert, aber nur bis zur Grenze der
virtuellen Temperatur. Innerhalb dieser Grenzen hingegen ist eine
weitere Anniherung an die absolute Reinheit nicht nur nutzlos, sondern
in den meisten Fillen sogar ein Fehler, es sei denn, daB der Erfinder
imstande wire zu beweisen, daf durch Awufopferung dieser iiber-
fliissigen Reinheit kein namhafterer Vorteil zu erreichen gewesen wire.
Es folgt hieraus, daB der nach einem neuen Tonsystem strebende Er-
finder folgende zwei Dinge kennen sollte:

a) Die virtuelle Temperatur der (konsonanten) Intervalle: Quinte,

groBe und kleine Terz und Septime;

b) Eine analytische Methode, die Temperaturen (22) dieser Inter-

valle in die Grenzen der virtuellen Temperaturen einzuschliefen.

2. Riicksichtlich der zweiten Kigenschaft eines Tonsystems, nimn-
lich Okonomie der Tone, ist bereits im II. Abschnitte die Bemerkung
gemacht worden, daB man die Sparsamkeit mit denselben auch zu weit
treiben konne, daB sie im chromatischen Tonsysteme wirklich zu weit
getrieben scheine, und es kann noch hinzugefiigt werden, daf mnach
den bisherigen Erfahrungen die Zahl 19 das Minimum der zu einer
guten Musik notwendigen Téne zu enthalten scheine.

Es kann indessen hier nicht unerwiihnt bleiben, daf} bei gewissen
musikalischen Instrumenten z. B. Orgeln, Harmoniums, Klavieren, die
ohnehin Hunderte von Saiten, Pfeifen, Federn und dergl. enthalten, jede
Riicksicht auf Okonomie beinahe licherlich erscheint. Bei solchen ist
daher eher Sorge zu tragen, daB sie ungeachtet ihres groBen Reichtums
an Tonmitteln nicht dennoch an Tonmangel leiden.

3. Hinsichtlich der notwendigen Anzahl der Moll- und Dur-Ton-
arten kann bemerkt werden, daB 12 solche, wie im chromatischen
Systeme, vollkommen hinreichen, daB es aber nicht allein auf die An-
zahl ankommt, sondern auch auf die Verbindung dieser Tonarten unter
sich. Man sollte ndmlich wenigstens zur Mehrzahl derselben, wenn
nicht zu allen, auch die zunichst verwandten Dur- und Moll-Ton-
arten besitzen.

4. Der Ubergang vorr einem unendlichen zu einem geschlossenen
Tonsysteme ist einer Ersparnis von 7 bis 9 Tonen gleich zu achten;
dies gilt jedoch nur in der ersten Klasse dieser Systeme und unter
der Voraussetzung, daB man alle Tone des geschlossenen Systems auch
wirklich benutzt. Sind ihrer so viele, daB man nicht alle brauchen

kann, sondern eine Gruppe derselben von der wirklichen Verwendung
Zeitschrift f. Mathomatik u, Physik. 61.Band. 1904. 4. Heft. 24

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



3568 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

ausschelden muf, dann sind alle Vorteile des Geschlossenseins auf-
gehoben bis auf den der Aquidistanz der Bestandténe, der aber an
und fiir sich schon groB genug ist, um fiir ein geschlossenes, selbst
vielstufices System sogur ein Opfer zu rechtfertigen.

Die Xenntnis der virbuellen Temperatur der Quinte, groflen und
kleinen Terz und der Septime ist wohl eine wichtige; sie geht aber
den Musiker und Akustiker an, der Rechner kann sie bei der Auf-
stellung der Theorie der Tonsysteme als gegeben ansehen. Diese vir-
tuellen Temperaturen seien also ¢’, 77, ¢ und &', so sind die virtuellen
d. h. groBten zulissigen Verfilschungen dieser Intervalle

g—1, I'—1, ¢—1, &~ 1

Die reziproken Werte derselben aber kinuen als die Gewichiszahlen
einer Verfilschung  (spezifische Empfindlichkeit) der Quinte, groflen
und kleinen Terz  und der Septime angesehen werden, wenn man auf
das Zeichen keine Riicksicht nimmt und nur den numerischen Wert
beachtet. Diese Gewichte mdgen beziehentlich:

heiflen; so hat man:

1 1 1 1
Gh ey Towmy Temy e

Jetzt ist noch eine Methode vonndten, die Abweichungen von der
Reinheit der konsopanten Intervalle untereinander auszugleichen und
womdglich in die Grenzen der virtuellen Temperatur zuriickzuziehen.
Die Wissenschaft besitzt eine verliBliche Methode dieser Art, nimlich:
Die Methode der kleinsten Quadratsummen. Sie wird in der Physik
und Astronomie zur Ausgleichung der Beobachtungsfehler verwendet,
und, nach dem von (fauf entdeckten Prinzip des kleinsten Zwanges,
beherrscht sie anch die ganze Korperwelt.

Zwar ist ihre Verwendbarkeit an die Bedingung geknlipft, daB
positive und negative Fehler von gleicher Gréfe auch gleich wahr-
scheinlich seien, was auf das Gebiet der Téne iibertragen vielleicht
nicht mit aller Strenge richiig ist, indem pewisse Intervalle fiir posi-
tive und negative Verfilschungen ungleiche Empfindlichkeit offenbaren
diirften. Allein es handelt sich hier zunéchst nur darum, die Tempe-
raturen dieser Intervalle in die Grenzen der virtuellen Temperaturen
einzuschliefen, und hiezu ist die Methode der kleinsten Quadratsummen
ganz geeignet.

Macht man davon Gebrauch, so ist das Tonsystem zu suchen, fiir
welches die Summe der Quadrate aller Aufopferungen an Reinheit oder,
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Von L. Ervexyr. 3H9

was dasselbe ist, aller mit ihren Gewichten multiplizierten Verfilschungen
ein Minimum ist. .

Bei allen Tonsystemen der 1%® Klasse hingen die Temperaturen g,
T, t, s, durch die Gleichungen (22) zusammen; die Verfilschungen

sind mithin:
¢g—1, T—1, t—1, s—1

Mit ihren Gewichtszahlen q, T, t, 8 multipliziert, geben sie folgende
Werte der Abweichungen von der Reinheit

Q(q - 1)! EE(T_ 1)7 t(t_ 1), 5(8 - 1)-
Die Summe ihrer Quadrate sei >, so dal
(80) D =q¥(qg— 1P+ THL — 1) £2(f — 1)* + 8%(s — 1)*

hesteht. Nun ist die Quadratsumme ' zu einem Minimum zu machen.

Da sie vermbge der Gleichungen (22) betrachtet werden kann als
Funktion der Temperatur ¢ der Quinte, so erhélt man durch Differen-
zieren die Bedingungsgleichung des Minimums:

‘ aT dat L ds
qz(q—l)—}—ii’(]'—l)d—d + t2(¢ — 1)@—%%2(5—1)34:0

Nun ist aber aus der Gleichung (22):

AT 3¢ o dt 245 ds _ 819.5 g

Tq"‘ZEQ; (Tq: B¢ dg 27, 4

Ftihrt man diese Werte und jene fiir 7', £, s aus (22) ein in die
vorliegende Gleichung, 80 ergibt sich zur Bestimmung von g¢:

®*g—1) + 5; - & 3( e 1) 2;555 (34 gbu — 1)
+ 22 3w 7 50 (2133 4" 1)=0-

Geordnet ist sie eine algebraische Gleichung vom 26t= Grade,
nimlich:
P .72 026, 72
2 26 _77916 77777 i 2,14 _ 210 28 2 1
8% 310 &%q +311 55$ ,316 521 + 3 q g :)q q
2. 7%, 4 2%.5.77

+ et =

2 _
328 BELE t *O}

die wohl allen Versuchen, sie allgemein aufzulésen, widerstehen wiirde.
Man braucht aber hier auch nur eine einzige, nahe unter der Kin-
heit liegende Wurzel, die man mit Leichtigkeit erhdlt, wenn man die

Beschaffenheit des ¢ beriicksichtigt.
24*
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360 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

Dies kann nach Belieben entweder in der vorliegenden (tleichung
geschehen, oder auch in der Gleichung (85), und zwar auf folgende
Weise. Es sei

(36) ¢—1—x,
so bedeutet % einen sehr kleinen positiven Bruch; ebenso nehme man an
I'=1+406, t=1+17, s=1+g,

unter 0, 7, 6 ebenfalls sehr kleine Briiche verstanden. Die Gleichungen (22)
und (55) gehen durch Einfiihrung dieser sehr kleinem Griofen, deren
hthere Potenzen auBer acht zu lassen sind, iiber in

=T 1= ;- [1—2°-3%], r—t—1—=[1 2354,

G=§137[11 31 —2-3109(],
2= q2x2+1202+‘52 + §262—q2“2+2312[1 . 22.'34,"12

(37) 4 2 10 2
+ L =23 5u] 4 5551131 — 2. 31042

Setzt man jetzt ‘éf = 0, so ergibt sich zur Bestimmung von x folgende

Gleichung des ersten Grades:

w074 0 T 2,

-5 L 310.5%.11.381

) 2
224 7261 ,-Ft + 9%h g2 S;

aus welcher der folgende Wert %, als Minimum der Verfilschung der
Quinte, gewonnen wird:

3 0-050625 T* - 0-03657981% 4 0-306169 82
(38) % T 16402527 F 8779149517 - 10603497226 5°
oder auch

v — 219_311.7!$2+229'55_72t2_+_317_5¢'11_31_§2

925, 52,72, 3 1’qzi+’_’2ﬁ'_ 31’5’_’72’5:"2:*'_ 288,83 Bt 7242 _*_é T3"27_75(_€2
o 4550926270464 T2 -+ 32883343360001% -+ 27522997239375 3% .
T 89894839910400 q’ + 1474500111630336 T2 + 789200240640000 t2+ 95319968562337503*

Dieser Ausdruck ist in hohem Grade lehrreich, denn man gewinnt aus
ihm eine sehr vollstindige Ubersicht iber die Temperaturverhiltnisse
aller Tonsysteme der ersten Klasse, selbst derjenigen, die den extremsten
Anforderungen der absoluten KReinheit oder auch der giinzlichen Ver-
nachlissigung jedes beliebigen Intervalles entsprechien; dies gestatiet
die bisher durch nichts beschrinkte Willkiirlichkeit der Gewichtsfaktoren
qf T, 17, 8t

Will man nimlich irgend eine der Konsonanzen besonders bevor-
zugen, also ganz rein haben, so setzt man die derselben entsprechende
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Von L. Eruenyr 361

Gewichtszahl unendlich; will man sie hingegen ganz vernachlissigen,
so setzt man diese Gewichtszahl gleich Null.
Tun wir zuvérderst das erstere, so ergibt sich

0
= 00 x=T=0,

0.050625 1

16,4025 324’
0.0365798 1

v ¥ T Bi914%5 2407
0.306169 1

8 =00, %= o50a5 346

LT =00, =

(39)

Diese Formeln dienen vor allem anderen dazu, das MuB der Ge-
nauigkeit der Gleichung (38), aus welcher sie hervorgehen und die
selbstverstiindlich nur eine angeniherte sein kann, weil bei ihrer Ab-
leitung die hbheren Potenzen von x weggeworfen wurden, zu be-
urteilen. Denn die der absoluten Reinheit der Quinte, grofen und
kleinen Terz und Septime entsprechenden Werte der Verfilschung »
lassen sich anch aus den Urgleichungen der Tonsysteme erster Klasse
(22), und zwar mit beliebiger Genauigkeit, dadurch ableiten, daB man
der Reihe nach erst ¢, dann 7, dann ¢ und endlich s der Einheit
gleich setzt.

Dies gibt aber:

7=1, x=1—g—0,
Fir 7—1: q= /% = 2450006899, x=.,
40) , t=1: ¢= /¥ — 0995868, 5=
b o5 =1 g— /i — 26— 09970742, x= .-

Die geringe Verschiedenheit dieser genaueren Werte von x von
den durch die Gleichungen (89) gegebenen dient als Beweis, daB die
Formel (38) geniigend genau und verliifilich ist.

Die in Bruchform erscheinenden Werte von » in den Gleichungen
(89) #indern sich nicht, wenn man Zihler und Nenner des ersten dieser
Briiche mit g% ebenso Zihler und Nenner des zweiten mit T des
dritten mit t% des vierten mit §2 multipliziert.

Ferner weill man:? daB, wenn man aus mehreren solchen Briichen,
deren Zahler und Nenner positiv sind, einen neuen Bruch bildet, dessen
Zihler die Summe aller Zihler, dessen Nenner die Summe aller Nenner
ist, dieser Bruch ein Mittelwert ist zwischen den Briichen, aus welchen
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362 Petzvals Theorie der Tousysteme.

er auf die angegebene Weise entstanden ist, nimlich grofler als der
kleinste und kleiner als der groBte von ihnen. Dieser Bruch ist aber
genau das x» der Formel (38). Es ist mithin fiir alle méglichen Werte
von g, &, t und 3 von O bis oco:

%= 0 und zugleich x?i—o-

Nun hat man aber % =0 fiir das griechische Tonsystem des Pytha-
goras, mit welchem das chromatische dem mathematischen Ursprunge
nach identisch ist. KEs ist namlich das System der reinen Quinten,
modifiziert durch die Forderung des geschlossenen Riickkehrens in sich

selbst. Ebenso ist o = éio nahezu das System Opelts, also das System

der reinen kleinen Merzen, modifiziert durch die Forderung der ge-
schlossenen Riickkehr in sich selbst. Diese beiden Systeme stehen da-
her an den HuBlersben Grenzen der ganzen Reihe von Tonsystemen erster
Klasse, das chromatische mit den am wenigsten, das Opeltsche mit
den am meisten temperierten Quinten.

Die Folgerungen aus der Formel (88) sind noeh nicht erschipfh
Fassen wir nimlich die daraus abgeleiteten Werte (39) niler ins Auge,
so gewshren wir, dal durch beinahe eine und dieselbe Verfilschung
der Quinte die groBe Terz und die Septime absolut rein gemacht

werden konnen, erstere durch x = letatere durch x —

3227 342

Es besteht also zwischen der schénen, heiteren GroBterz und der
sanften Septime ein besonders inniges Verhiiltnis, infolgedessen beide
zugleich der griBeren Reinbeit teilhaftig werden und sich auch beide
zugleich in heulende Wolfe verwandeln. Diese Umiinderung geschieht
aber bei der Septime viel rascher als bei der Terz, wovon man sich
am besten {iberzeugt, wenn man die erste und dritte der Gleichungen (22)
differenziert, wodurch man erhalt:

g 481 1059049
Al =" 1°dq, ds = gy a°dg.

Da ¢ immer nahe der Kinheit und unter derselben ist, so hat man
anniherungsweise:
dT = 4dgq, ds=10dq,
d. h. die Temperatur der Terz dndert sich viermal und die der Septime
gar zehnmal so rasch als die Temperatur der Quinte. Wenn sich da-
. 1

her die Verfilschung x der Quinte nur sehr wenig, z B. um 556 VoR
dem Werte x = 3%5, fiir welchen die Septime rein 1iSt; entfernt, so steht

10 . ; ;
diese letztere bereits in der Entfernung 1555 = 100 YO° der Reinheit,
ist also schon namhaft falsch.
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In dieser ﬁbereinstimmung der groflen Terz mit der Septime
scheint ein Vorteil zu liegen, der darin besteht, daB man, wenn man
ein Tonsystem mit reinen Terzen konstruiert, auch beinahe reine Sep-
timen umsonst mit in den Kauf erhidlt und umgekehrt. Dies ist aber
geeignet, die Aufmerksamkeit auf zwei neue Tonsysteme zu lenken, das
mit reinen Terzen und das mit reinen Septimen. Ihre aus den Glei-
chungen (22) fiir 7’=1 und s = 1 berechneten Temperaturen sind be-
ziehentlich:

1 321 1 321 1 569
(m‘l'l—m—s’zé’ T=1, t=1—g5 =1 =1 50 =50
1 341 1 1
¢=1 =g =5 T—1ldigg t=1—gg s=1

Die Logarithmen der g sind beziehentlich:
log g = — 0.0013488,
log g = — 0.0012725.

Diese Zahlen sehen den Rechner viel freundlicker an als die im chro-
matischen und die im Opeltschen Systeme, und es ist beinahe merk-
wiirdig, da unter allen Puritanern derjenige, welcher die unbeachtete, aus
der modernen Tonkunst ausgestoBene reine Septime in besonderen Schutz
nimmt, das beste Tonsystem bekommt, wenn er nur nach Zahlen urteilt.

Um eine mdoglichst vollstindige Ubersicht iiber alle Tonsysteme
der ersten Klasse zun gewinnen, ist es aber notwendig, auch die jeden-
falls berechtigtere Meinung, dafl die stimtlichen konsonanten Intervalle,
und nicht nur eines derselben, zu beriicksichtigen seien, ins Auge zu
fassen. Wir fangen auch hier mit der extremen Annahme an, dal die
simtlichen Konsonanzen einander ebenbiirtig und die Gewichte ihrer
Verfilschungen gleich seien, also

g=T=1t=3.

Fir die Richtigkeit dieser Annahme kann man sich auf eine sehr
gewichtige Auntoritit, nimlich Helmholtz, berufen, der an einer Stelle
seines beriihmten Werkes sagt, duB zwar die verschiedenen Konsonanten-
intervalle, der allgemein verbreiteten Meinung der Musiker gema8, ver-
schiedene Empfindlichkeit besitzen mdgen, aber nur in der Melodie; in
der Harmonie hingegen, d. h. im Akkorde seien sie alle gleich empfind-
lich. Es gentigt dies, denn die Empfindlichkeit im Akkorde ist offen-
bar die gréBte, mithin hier maBgebende.

Die Gleichung (38) liefert dieser Annahme entsprechend einen
Wert von x, niimlich

3 ¢ .1
® = 0.002975237 =338
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364 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

und q=1—x=09970248,
log ¢ — 0.9987050 — 1,
log ¢ = — 0.0012941.

Die diesem Werte von g entsprechenden Werte der iibrigen Tem-

peraturen T, ¢ und s, berechnet aus den Gleichungen (22), sind:
1

(42) q=1- g¢ T=14 oz, t—=1— 1 s=1— .
Hier liegen also drei wenig voneinander verschiedene Tonsysteme (41)
und (42) vor: das der reinen GroBterz und der reinen Septime nnd
das System der Gleichberechtigung aller konsonanten Intervalle, welches
zwischen den beiden ersteren beinahe in der Mitte liegt. Untersuchen
wir auch hier, ob nicht vielleicht eines dieser Tonsysteme durch eine
sehr kleine Anderung seiner Temperaturen zu einem geschlossenen um-
gestaltet werden kann; das wird mdglich sein, wenn es eine temperierte
Quinte Q,, gibt, welche dem Grundtone Q, sehr nahe gleich ist, wo
man dann ein geschlossenes mstufiges System erhalten wird.

Es ist nun:

37"
Qm = 2m+xqm§ und Qo = C;

daher, Q, = Q,. gesetat,

g™ 3 z
Qi
2,,.;14"':1, $2=2",
also
z _ log3-4logq
m log2 ~

Man hat aber in den 3 oberwiihnten Fillen
T =1 g=L=t=3% s=1
log3 = 04771213, 04771213, 0.4771213,
logg =— 0.0013488, —0.0012941, — 0.0012725,
log3 + logg = 04757725, 0.4758272, 0.4758488.
Dividieren wir jetzt die letzten 3 Zahlen durch den Jog 2=0.3010300
und bringen die Quotienten in die Kettenbruchform, so ergeben sich
die folgenden 3 Werte von 5 .

T 1 , 1 , 1
m 1 1 1
™oyt 14— 14—y
1=y 1+ i 1+ ;
24—y 2 24 7
14— 14+ i 14—
14— 14—, 14—
15225 ot 1732 8428
103000 96436 93844

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Vor L. Ermsnvi. 365

Sie unterscheiden sich nur in den Erginzungsbriichen, die beziehentlich
1

77 567 11
zu konnen,
Alle drei Werte von ﬁx gehen dann in den Niherungsbruch

nahe — sind, mithin alle klein genug, um weggelassen werden

z 18

m 31
iiber.

Es wird wohl kaum einen Musiker geben, der sich mit den Grund-
gitzen, nach welchen wir bisher Tonsysteme gebildet und dem Leser
vorgefithrt haben, vollstindig einverstanden erkliren kdnnte, selbst
wenn er der Erfinder eines derselben wiire. Petzval meint, daB sich
z. B. Opelt zumm Grundsatze der unverfilschten Reinheit der kleinen
Terzen schwerlich bekannt hitte, wiewohl sein Tonsystem nach diesen
rundstitzen aufgebaut ist. Ebenso sei es zu bezweifeln, dal Koch dem
Grundsatze der Gleichberechtigung aller konsonanten Intervalle un-
bedingt beigepflichtet hitte, wiewohl er denselben tatsichlich in seinem
Tonsystem niedergelegt hat. Selbst der alte Pythagoras wire, wenn
er noch lebte, gewil kein Quintenpuritaner mehr. Die am allgemeinsten
in der musikalischen Welt verbreitete Meinung diirfte vielmehr die sein,
daf die Konsonanzen verschiedenen Ranges seien, und daB eine und
dieselbe Verfillschung, angebracht an der Quinte, vom Gehdr weit tibler
empfunden werde, als an der Terz und Septime.

Da man aber iiber die genauen numerischen Werte der Ge-
wichte g, ¥, t und 8 der Verfilschungen keine verliBlichen Angaben
hat, so scheinen auch zu einer endgiiltigen L&sung des Problems des
allerbesten Tonsystems die gentigenden Daten nicht vorzuliegern.

Wir suchen nun endlich auch dieser verbreitetsten Meinung des
zahlreichen musikalischen Publikums gerecht zu werden: daB némlich die
konsonanten Intervalle weder ausschlieBlich zu bevorzugen, noch als
gleichberechtigt aufzufassen seien, sondern daB unter ihnen eine
Rangordnung bestehe, kraft welcher sie in die folgende Ordnung zu

stellen sind:
Quinte, GroBterz, Kleinterz, Septime.

In Ermangelung sicherer Daten stellen wir, um das ganze Feld der
beziiglichen Tonsysteme zu iberblicken, zwei Annshmen auf, nimlich:

1) Die extreme Annahme, daB die Quinte an Rang und Gewicht
allen tibrigen Konsonanzen sehr weit, etwa im Verhiltnis 5:1, fiber-
legen sei, die iibrigen aber untereinander gleichberechtigt, sodal man

g=>5 T=t=38=1
anzanehmen hat.
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2) Die gemiBigtere Annahme, die-zwischen dieser extremen und
der Gleichberechtigung der Intervalle in der Mitte liegt, der Quinte
etwa nur die Hilfte des obengenannten [bergewichtes iiber die groBe
Terz zugesteht, dagegen aber auch die tibrigen Intervalle gegen einander
mifig abstuft, so etwa, dab man

q—12, T~5, t=3, 8—2

setzt. Fihrt man diese beiden Systeme von Werten fiir die Gewichte
der Verfiilschungen in die Formel (38) ein, so erhilt man die folgenden
zwel Werte der Verfilschungen » und der Temperaturen g der Quinte:

L 4 =099748187, logg — - 0.0010954,

»x = 0.00251813 = 3977

) 1
% = 000266692 =

g = 0.99733308, logg=— 0.0011598.
Untersuchen wir hier sogleich, ob mit geringer /'inderung dieser
fiir g gewonnenen Zahlen nicht eines der gesuchten Tonsysteme oder
auch beide zur Riickkehr in sich selbst zu bringen seien. Hierzu dient
dieselbe Gleichung, die wir auch bei den Systemen von Opelt in An-

wendung setaten: z  log34logq

m log 2 -1

und die in ganzen Zahlen fiir £ und m anniherungsweise aufzultsen
ist. Man hat zu diesem Zwecke
logd = 04771213 04771213
logg = — 0.0010954 — 0.0011598
log3 +logg = 0.4760259 0.4759615.

Dividieren wir jetzt die erhaltenen 2 Zahlen durch den log 2 = 0.3010300

in Kettenbruchform, so erhalten wir falgende 2 Werte von nﬁ;‘

[ 1 . 1
m 1+#1 1_+_#1~1
14 s 14—
24— 2+_~1
Th——y. . 1+ 1
+ 9263 14 1
T 72592 2+”—1
T+ %0
+ 36955

Von diescn zwei Kettenbriichen gibt der erste, wenn man den etwa
— % groBen Erginzungsbruch auBler Acht liB¢

L _ 2 mithin z — 25, m — 43,

m 438’
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welchen Zahlen ein geschlossenes 43stufiges System in geometrischer
Progression stehender Tone entspricht, und zwar mit dem Faktor

Y2 = 1.016250.

Den korrigierten Wert entnimmt man auch hier der Gleichung
logg = %ﬁog? — log 3
— 0. 0.3010300 — 04771213

= 0.99892614 — 1 = — 6.00107386,

1 404
TT405 405°

mithin
g = 09975303 = — 1
Hiezu gehoren die aus den Fundamentalgleichungen (22) gezogenen
Werte der tibrigen Temperaturen
T — 1002535 = 1 4 -

(432) 3947
s —=1.004583 =1 +

1

1

218"

Der zweite Kettenbruch zieht sich mehr in die Linge, bis e eine

Stelle bietet, an der er mit Vorteil abgebrochen werden kann und nach

Weglassung des allerdings nicht sehr kleinen Erginzungsbruches

6410

36955
Man begegnet hier also einem Tonsystem von etwas tibermiBiger

Stufenanzahl.

1 . x 43 .
= =~ beildufig einen Wert von — = _-- liefert.
6 =) m 74

Da bisher nur DBeispiele geschlossener, in sich zuriickkehrender
Tonsysteme vorgekommen sind, mithin gar keine Gelegenheit geboten
war, auch die Bchandlungsweise unendlicher Tonsysteme zu zeigen, so
wird es zweckmiBig sein, die sich hier darbietende Veranlassung zu
beniitzen und das letztgenannte System mit dem langen Kettenbruche
als unendliches Tonsystcm aufzufassen. DemgemiB lassen wir seine
Quintentemperatur unkorrigiert, und berechnen daraus mit Hilfe der
Gleichung (22) die Temperaturen der iibrigen Intervalle:

, 1 -1
(451 T=10017142 =1 + 7, t= 0.9955988 = 1 97

s = 1.0025972 — 1 + .3%5

Dies wiiren also die zwei, nur beispiclsweise angefiihrten, der Voraus-
getzung ungleichberechtigter konsonanten Intervalle entsprechenden Ton-
systeme in ihren Grundziigen und Eigenschaften.

Da indessen schon die 31 Toéne des Kochschen Systems eine zu
groBe Anzahl bildeten, und fiir die Verwendung eine Auswahl von
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19 derselben mit Hinweglassung der iibrigen notwendig schien, so
werden hier umsomehr die 43 oder gar die unendlich vielen T6ne zu einer
Auswuhl von einer kleineren Zahl (nehmen wir wieder 19 an) nitigen.

Um dieselben also zunichst aus dem 43 stufigen System auszuwihlen,
beniitzt man abermals die ununterbrochene Quintenreihe von Q_. bis
Q,;, oder von ces bis cis, und stellt dariiber auf dicselbe Weise, wie
beim 31stufigen System 18 Tonarten her; hiebel ist es aber unerlif-
lich, alle Schwingungszahlen der 43 Tone als Glieder einer geometrischen
Progression mit dem Faktor /2 zu berechnen. In der folgenden Zu-
sammenstellung sind die berechneten Bestandtine des 43stufigen Ton-
systems in aufsteigender Ordnung mit ihren mathematischen und musi-
kalischen Benennungen enthalten, wobei die ausgewthlten 19 Téne
durch wagrechte Striche gekennzeichnet sind. (Siehe 8. 369 f)

Es wire jetzt nur noch zu zeigen, auf welche Weise aus einem
unendlichen Tonsysteme, das in sich entweder gar nicht, oder erst nach
einer sechr groBen Anzahl von Gliedern zuriickkehrt, eine miiflice Zahl
von Tonen zum musikalischen Gebrauche herausgehoben und in die
bendfigten Tonarten zusammengestellt werden kann, und wie man sich
von letzteren vermittels einer Tabelle eine klare Ubersicht zu ver-
schaffen vermag.

Das unendliche Tonsystem sel das letzte der als Beispiel angefiihrten
mit der Quintentemperatur

g —0.99733308 = 1 — -

3757 logg = — 0.0011593,

und den durch die Gleichungen (43b) gegebenen Temperaturen der
iibrigen konsonanten Intervalle. Man wihlt diejenigen Téne, deren man
zu bendtigen glaubt; dies miissen jedoch ununterbrochen zusammen-
hiangende Quinten aus der Quintenreihe sein, etwa:

Q Qs Q50,050 5Q.1 Q0202000 Qr Qs Q O Que
Ces Ges Des As Es B F C G D A E H Iis Cis Gis Dis Ais Eis,

weil, wenn man die Reihe unterbricht, man sogleich Téne und Ton-
arten hat, zu denen die Verwandten fehlen. Von diesen Ténen nun
und ihren hoheren ersten Oktaven berechnet man die Logarithmen der
Schwingungsverhiltnisse, ebenso von den Ténen die Schwingungsver-
héltnisse selbst; die ihrer Oktaven sind zwar leicht zu haben durch
Multiplikation mit 2, werden aber nicht benttigh. Setzt man der Kiirze
wegen, um nur mit den Schwingungsverhiltnissen zu tun zu haben, die
Schwingungszahl § des Grundtones (), =1, so ist die der nidchsten Quinte:

Q= 2q, logQ, =log3 —log2 + logg — 0.1749315, Q, — 1-49600.
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43 stufiges Tonsystem I. Klasse.

¢ 19 & = &=
Des? Q_m‘ Y2 | =101625¢ %; angeniihert
His? | Q, | £Y27 | —103217¢ | = ¢ Y

Cis | Q, | £Ve5 | — 104055 ¢ — ¢ ,

Des Q_, J' £/t | = 1-06660¢ ;igg | .

B 79471 £y | — 1083048 | = 1 ,,7¥
Uit | Q| £Y2 | =110186¢ | =1 )

D Q| e | —11raase | = By ”

VEs” Q0 | EY2% | —1183764¢ | = —g» oder g—g N ” -
Cist | Qn | EY2 | = 115610¢ | = Fes® = .,

Dis ﬁQg m — 1174928 | = § odor o ¢ ,

Es 5_37' g‘i/277 — 1194018 | = , o )
Fet | QL | £V | = 12iaang | — e )

Dist | Q5 | €925 | —123313¢ | = 12 ”

E 0O, |¢tYye= — 125314 ¢ :E oder |7 ¢ ,,_— B
Fes |, | e8| —1om3s3g | =g L
Dis® | Q| EV2® | = 129420€ | = Ges® = 22¢ .,

ms Qu | ever | — 13152 = ”
Fo1Q, g‘i’/z’lg — 133663 ¢ =§;ﬁ o .
7@;79; gy/eT | — 135835 | — 0 ¢ )

Eist | Q, | £9/2% | —138043¢ | =2 ,

Fis 796 £Y/2 | —140286¢ | — ¢ )
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¢ 1% s = = -
Ges | Q. | §2% | = 1425665 | =7 angeniherb
Eist | Qe | £7/2% | =1448837 | = 48" = ¢ »
Fis | Q, | £Y2% | =141287¢ | =20¢ )
vl | EYeE | — 1496308 | = D¢ ]
s | Q. | EV2® | =152061¢ | — 0t .
3 /90 5 AR 7
it | Qp | £/ | = 154632¢ | = %; )
Gis |Q, | EV2%|--157054¢ | = 1'¢ .
As | QL | EV2F | = 1095958 | =1t )
Dest | Qe | EV2% | = 1621898 | =2t )
Gist | Qs | EVZT | = 1648248 = ¢ )
4 | Q, | &V | =161038 | =3¢ )
Bes | Q. | £V2% | =1702258 | =10t ]
Gis® | Q. £Y/2s | =172991¢ —0353__,;’g§ Y
dis | Qo | £V2% | =178802¢ | — ¢ .
B | Q, | £V | =1786595 | =2 )
I I
Ces? | Q_yu | V2% | — 181562 7%§ i}
dis? | Qn | §V2% | —184513¢ | =g )
7 o | ¢vew | 1s
H | Q | V2™ | —181511¢ | = ¢ )
Ces | Q_, | §7/2 | = 1905587 | =2 ¢ ]
Ais® | Qo | V24 | —193655¢ | = Dessz%g )
His | Q, | 672 | —196802¢ = ¢ )
¢ |Qy | &2 |=2000008
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Die erste hohere Oktave eines jeden Q wollen wir mit Q? bezeichnen;
ihr Logarithmus wird durch Addition von log 2 zu log Q erhalten, daher

log Q% — 0.4759615.

Die Logarithmen der iibrigen aufsteigenden Quinten Q,, Qs, Q,, ...
erhilt man nun, wenn man immer fort die Zahl 0.1749315 addiert.
Trifft es sich hierbei, daB man eine Summe erhilt, die gréfer als log 2,
so ist diese nicht der Logarithmus der gesuchten Quinte, sondern der
ithrer Oktave und man hat den log2 abzuziehen. Hier folgt die ganze

Rechnung:

logQ, = 017493156 Q, =1.49600= @G
+ 01749315

log Q2 = 0.3498630
— 0.3010300

log Q, =0.0488330 Q, =1.11901 =D
4 0.1749315

logQ, =0.22376456 Q, = 167404 =4
+ 0.1749315

log Q2 — 0.3986960
— 0.3010300 .

log Q, = 0.0976660 Q, = 125218 = K
+ 0.1749315

logQ, — 02725976 Q, — 1.87326 — H
+ 01749515

log Q3 = 0.4475290
— 0.3010300

log Qy = 0.1464990 Q. = 140120 — Fis
4 0.1749315

log Q2 — 0.3214305
— 03010300

log Q, = 0.0204005 Q, — 1.04810 — Cis
+ 01749315

log Q, — 01953320 Q, — 156795 = Gis
1 0.1749315

log Q2 = 0.3702635
— 0.3010300

log Q, — 00692335 Q, — 1.17283 — Dis
+ 01749815
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372 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

log Q,, = 0.2441650 Q,, = 1.75455 — Ais
+ 0.1749315

log Q2 — 0.4190965
— 0.3010300

log Q,; = 0.1180665  Q,, — 1.31240 — Eis.

Jetzt gehen wir an die Berechnung der absteigenden Quinten, oder
der Reihe der Quarten. Hier gilt das entgegengesetzte Verfahren:
Die Zahl 0.1749315 wird immer subtrahiert und der log2 fall-
weise addiert. Die Rechnung stellt sich folgendermalfen.
log2 = 0.3010300
—0.1749315
logQ_, = 01260985 Q_, = 1.33690 = F
+ 0.3010300
04271285
— 0.1749315
logQ_. = 025621970 Q_,=1.718730= 58
— 0.1749315
logQ_, = 00772660 Q_, =1.19472 = Es
+ 0.3010300
0.3782955
— 0.174931H
logQ_, = 02033640 Q_, =1.59722 = 4s
— 0.1749315
logQ_, = 00284326 Q_; = 1.06766 = Des
+ 0.3010300 :
0.3294625
— 0.1749315
log Q_, = 0.10645310 Q_, = 142735 = Ges
+ 0.3010300
0.4555610
— 0.1749315

logQ_, — 0.2806295 Q_, — 1.90822 — Ces.

Nachdem so die Schwingungsverhiltnisse aller benitigten Tone berechnet
sind, ordnet man sie sowohl, wie auch ihre Logarithmen aufsteigend nach
ihren numerischen Werten und nimmt namentlich in das Verzeichnis der
Logarithmen auch die Oktaven, wenn nicht alle, so doch mindestens einige anf.

Hier sind die so geordneten Zahlen, die Schwingungsverhiltnisse in
der ersten, die Logarithmen in der zweiten Spalte:
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Schwingungs-| Grandton €| Grundton Cis|Schwingungs-|Grundton Des| Schwingungs- | Grundton KEis | Schwingungs- | Grundton Ges

Verhiltnis 1. Log. 2. Log. Verhiltnis 3. Log. Verhitltnis 4. Log. Verhilltnis 5. Log.
c 1-00000 0
Cis 1:04810 0'0204005 0 i
Des 1:06766 00284325 0'0080320 1-01867 0 W
D 1-11901 0:0488330 0-0284325 1-06766 0-0204005 1-04810 |
Dis 1-17283 00692335 = D, 00408010 1:09850 |
Es 119472 0:0772655 0:0568650 1-13990 =D,
E 125218 00976660 | = Ex, = Dig,
Eis 1-31240 0-1180665 =K, 00896340 1-22923 0
F 1-33690 01260985 0°1056980 127655 | = E, = Des,
Fig 1-40120 01464990 =F, = Kis, = Des,
Ges 142736 01545310 0-1341305 1-36185 = F, 00364645 1-08759 ﬂ 0
G 149600 0:1749315 | = Ges, = Flis, = KEs, = (s,
Gis 1-56795 01953320 | =G, 01668995 1-46859 = Ks, = Dis,
As 159722 | 02033640 | 0-1829635 1-62393 - 00852970 1-21702 =D,
A 1-67404 02237646 | = As, = G1s, =F, ! = Dis,
Ats 175455 0-2441650 =4, 02157320 1-64336 =F, b= Eis,
B 178730 | 02621970 | 0-2317965 170528 =4, = Ges, | = F,
H 1-87326 02725975 | = B, = Ais, = Ges, = Kis,
Ces 1-90822 0-2806295 0-2602290 1-82066 = B, 01625630 1-45400 = F|
c 2 0:3010300 | = Ces, —=H, — 4s, = Fis,
Cis 0-3214305 =, 02929980 1-96335 = As, = (s,
Des 0-3291625 =0 0-2113960 1-62703 = G,
D 0'3498630 =B, = (s,
Dis 0-3702685 . =B, = Ais,
Es 03782955 = Ces, — 4,
E 03986960 = Ues, = Ais,
Eus 04190965 . =( 02645655
F 0-4271285 ) = H,
Fis 04475290 , — Ois,
Ges 04555610 ) =0,
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V. Tonsysteme der zweiten Klasss,

‘Wie schon im dritten Abschnitte nachgewiesen wurde, und wie
dies auch aus der am Schlusse beigefiigten Quinten- und Quartentabelle
hervorgeht, befinden sich in der Nihe des Grundtones ¢ = Q, nur
2 Gruppen von Tonen, deren Schwingnngszahlen denen der reinen
groBen und kleinen Terz und Septime, ndmlich

(44) S¢=1.28¢, Sg—1.2¢, Jt—=1.75¢

einigermaBen #hnlich sind, und zwar zunichst die Tone
Q,=—FE=1-2606¢ Q_, = FEs =1-1852¢, Q= Ais =1-8020¢,

Sie geben, wenn zur Rolle der eben genannten Konsonanzen berufen,
die Tonsysteme der ersten Klasse, von welchen der vierte Abschnitt
ausfiihrlich handelt. Dann gibt es aber noch in etwas griBerer, nahe
der doppelten Entfernung vom Grundtone C, eine Gruppe von Tonen,
die mit thren Schwingungszahlen den genannten reinen Verh#ltnissen
ungleich niher kommen, und aus dieser doppelten Ursache, nimlich
sowohl wegen der groferen Entfernung vom Grundtone, als auch wegen
der genaueren Kongruenz mit den reinen Intervallen, Tonsysteme von
besonderem Wohlklange und besonderer Reinheit versprechen.
Diese sind:

Q_y —Fes—1.24859¢, Q,—Dis—1-201355¢, Q_,,—Ceses—1-15385 .

Ihnen schlieBt sich noch Q,, = Ais = 1.802¢ an als ein Ton, der zwar
keine Konsonanz, aber doch wegen seiner nahen Verwandtschaft mit gg

sehr geeignet erscheint, die Vertretung einer rauheren Septime zu iiber-
nchmen. Ihnen wollen wir also jetzt die Rolle der grofen und kleinen
Terz, der konsonanten und rauheren Septime ibertragen und die Eigen-
schaften der dieser Annahme entspringenden Tonsysteme erforschen.

Wir temperieren zu diesem Zwecke die Quinten Fes, Dis und
Ceses und erhalten die folgenden Schwingungszahlen dieser temperierten
Tone:

213 " :
Q_8=F€S="3§'qsg=l.2480948
Qo = Dis = Jiq*t — 1-201 355"

2123 ragn &
(l)‘u=(/’eseszﬁ11§ = 1.7 585qu
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Sie sollen vermdge der ihnen zu Teil gewordenen Temperatur genau
zusammenfallen mit den ebenfalls temperiert gedachten Reintonen (18),
d. h. beziehentlich mit

T,=3T¢ =321t s,—rst

Es bestehen mithin zwischen den Temperaturen der Quinte, GroDterz,
Kleinterz und Septime ¢, 7, ¢, und s die folgenden Gleichungen:

5 213 6 8% o 7 3
1 T=gvpr gl=gnd’y [S=giym also
_ 215 538 ‘l 225
(40) —T_sf,;azs = 916 q 8*7_3uqu'

Aus ihnen folgt unmittelbar
Tt=q.

Also gilt auch bei den Tonsystemen der zweiten Klasse dasselbe all-
gemeine (fesetz, wie bei den Tonsystemen der ersten Klasse, daB nimlich
die Temperaturen der beiden Terzen sich zur Temperatur der Quinte
in dem fritheren Sinne erginzen. Der Grund ist der bereits im vierten
Abschnitte hervorgehobene. Ks sind niimlich die beiden Terzen die eine
der Quarten-, die andere der Quintenreihe entnommen, und die Summe
ihrer Stellenzeiger ist 9 —8=1. Die Gleichungen (45) bestimmen 7,
¢t und,s in Funktion von g, und iiberlassen diese letztere der freien
Wahl, so jedoch, daB weder ¢ noch T, ¢ und s sich betrichtlich von
der Hinheit entfernen darf. Dieser letzteren Bedingung zu entsprechen,
ist es aber nicht notwendig wie in der ersten Klasse der Tonsysteme,
dafl ¢ <1 sei, es gibt vielmehr die Annahme ¢ — 1 schon ganz an-
nehmbare T, ¢, und s, nimlich:

215 __ 32768 37 1

T=g 3 =305 —1 32805 — 1 "gsg Dabezy,
5.38 32 805 37 1
t= % 33768 — ! Tastes —lless v
226 33 hb4 432 73 649 1
S=7.3“:33480783=1+33480%§‘ tmr o»

Mit anderen Worten: Die Reihe der reinen Quinten bietet, richtig ver-
wendet, fiir sich ein ganz zufriedenstellendes Tonsystem, und es muf
als auffallend bezeichnet werden, daB dies der Aufmerksamkeit der
vielen Quintenpuritaner bis in die neueste Zeit enfgangen zu sein
scheint, vielleicht weil sie zwar sehnlichst ein neues, reines Tonsystem
wiinschten, aber an der alten Bezeichnungsweise festhielten.

Da es nun ein gutes Tonsystem zweiter Klasse fiir ¢ = 1 gibt, so

wird es deren offenbar auch geben fiir ¢ > 1 und fiir ¢ <« 1. Frstere
256*
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376 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

besitzen reinere Septimen, letztere reinere Terzen, und da die Terzen
die wichtigeren konsonanten Intervalle sind, so sieht man, daB auch in
der zweiten Klusse sich die Tonsysteme, in welchen die Quintentempe-
ratur kleiner ist als FEins, den Vorrang vor den iibrigen erringen
werden. Wiewohl hier die Quinten Fes und Dis die Rollen der groBen
und kleinen Terz {ibernehmen, so sind doch die Reprisentanten dieser
konsonanten Intervalle in der ersten Klasse, namlich % und Es nicht
beseitigt. Sie bleiben im Tonsysteme, wenn auch nicht in Eigenschaften
von Terzen, so doch wenigstens als Quarten und Quinten, und da die
Quintentemperatur ¢ im allgemeinen sehr wenig von Xins verschieden
ist, so bleiben I/ und Fes, Ls und Dis auch im temperierten Systeme
zweiter Klasse TOne mit wenig verschiedenen Schwingungszahlen, so
wie sie es in der Reihe der reinen Quinten sind.

Hieraus folgt, daB die Tonsysteme zweiter Klasse sehr nahe an-
einander liegende T8ne besitzen werden, die auch durch eine sehr weit
getriebene Sparsamkeit mit Tonmitteln und Beschrinkung auf eine
geringe Zahl von Ténen und Tonarten nicht zu beseitigen sind. Bei
vielen musikalischen Instrumenten ist dies gleichgiiltig, bel Saiten-
instramenten mit eingeteilten Griffbrettern hat es den Nachteil, daB
die Biinde zu nahe anecinander riicken, was das Dazwischengreifen er-
schwert. In diesem und vielleicht noch in anderen Fillen kann mithin
die Beschaffenheit des Instrumentes ein Tonsystem zweiter Klasse aus-
schlieBen.

Gehen wir jetzt an die Konstruktion der Tonleiter. Aus den drei
iiber den Grundténen C= @Q,, F'= @ _,, G = @, aufgebauten Drei-
klingen ist der erste:

C+ Q=8 Fos—Q_o— 3, CE—1.24859 5 G=Ql=gq§=1-5q§.

Da die temperierte Unterdominante die Schwmgungs&ahl —. ¢ hat, so ge-
winnt man den ihr zugehorigen Dreiklang aus dem eben vorliegenden,

indem man %C statt ¢ setzt und die Namen #ndert:

4§ 1.-3333f 1216 1-664787¢§
oy Bes— QLy = 0 E— TR0 O Q=28

F=Q-1 q

Zur Oberdominante G gehért die Schwingungszahl ;qg, weshalb man
ihren Dreiklang aus dem C-Dreiklange erhilt, wenn man anstatt ¢ die

Zahl 2 5 4§ setzt und die Tonnamen in &, Ces, I) umschreibt:

21% 1-872 885
G— Q= at—1-5q¢, Ces—Q_,— 3 =0 20,

]):sz-—z-?f:l-l?nq £
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Will man den Septimenakkord der Oberdominante bilden, g0 ge-
hért hierzm auch noch ein vierter Ton, der entweder Geses= §_ys,
oder Fis={J); sein kann; ihre Schwingungszahlen sind:

921 1-315 387 . g1ig11 -
Goses — Q_ =§,s\q§§: q,ri, Bis— Q=21 —1.3515244"¢

Ferner kommt nach die kleine Terz des Grundtones C in Betracht, die
hier Dis ist und die Schwingungszahl besitat:

Q, = Dis =¥ 45— 1.201 3554%.

Aus diesen Tonen der angefiihrten Dreiklinge stellt man folgende Dur-
tonleiter zusammen:

¢ D Les F G Bes Ces C

Qo Qz Q_s Q—l Q1 Q—s Q_'z Qo
3292§ 2136 22; ng 215'g 212g

é TTas 3@,]8 E’l ) 3’959 3?17 2§

¢ 1.1954%¢ 1.24850 {:’i 13333% 1.5¢% 1.664787 5 1-87288557 9t

Die Schwingungszahlen stehen zueinander in folgenden Beziehungen:

Q G »Ces 3_2 s
C = F Be 9l

Fes  Bes g16

DT e T g

¥ ¢  Dis 37g’
Tes Ces = D~ 2t

Hieraus folgt, daBl die Tonsysteme der zweiten Klasse zwischen dem
groBen ganzen Ton C—D und kleinen ganzen Ton D—Fes im all-
gemeinen einen Unterschied machen. Diese Ganztne werden nur dann
einander gleich, wenn

52 2 2!6 12 219 .

574 =3, @ =3u ist.
Sonst ist das zwischen ihnen bestehende Intervall:

Will man eine allgemeine, in allen moglichen Klassen von Ton-
systemen gleichmiBig giltige Definition des grofien und kleinen halben
Tones anfstellen, so kann dies nur die folgende, der reinen Tonleiter
entnommene sein: Der groBe halbe Ton ist das Intervall zwischen der
grofen Terz und der Quarte, hier:

F Dis  389q7,
Fes D g1
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ebenso: Der kleine Halbton ist das Intervall zwischen der grofien und

kleinen Terz, hier:
Fes 27

Dis~ 31qit
Da solchergestalt die Intervalle Fes—F, und D— Dis groBe Halbténe
" sind, so bedeutet die Endsilbe es, so oft sie vorkommt, in allen Ton-
systemen der zweiten Klasse eine Erniedrigung um einen grofen Halbton,
die Endsilbe is hingegen eine Erhthung um einen solchen. Hier ist
es also anders als in der ersten Klasse, wo es und ¢s Erniedrigung und
Erh6hung um einen kleinen Halbton andeuten.

Diese beiden Halbtone setzen sich zu einem kleinen ganzen Ton

Fes F 21®
zusammen wie in der reinen Tonleiter, denn es ist: St ©in
Dis Fes 3 q

kleiner ganzer Ton. Das Intervall zwischen den beiden HalbtSnen
F I'es 354q!4 312q1!]!

Fes' Dis 2% | 2%°

ist zweimal das Intervall zwischen den beiden ganzen Tdnen.

Endlich sind noch die beiden Septimen, die sich in der Nihe der
Unterdominante F befinden, ins Auge zu fassen. Die zwischen diesen
Ténen vorhandenen Intervalle bestimmen die Gleichungen:

F s 3ugm Fis 3”q”:|’
b4

Geses ~ F 2@ und Geses L 2'®

mithin steht die Unterdominante von den beiden Septimen des Oher-
dominantakkordes in demselben musikalischen Abstande, wie die beiden
ganzen Tone, und es liegen diese zwei Septimen zu verschiedenen Seiten
der Unterdominante, die eine héher, die andere um ebensoviel tiefer.
Unter sich aber stehen sie in demselben Abstande; wie die beiden
Halbtone. Fillt mithin der groBe mit dem kleinen ganzen Ton in
Eins zusammen, so wird auch der groBe dem kleinen Halbtone gleich,
und die beiden Septimen gehen in der Unterdominante auf, das ge-
schieht nach dem Obigen fiir: '

1

qlt = 31,, also g =0-99 8817

was die wohlbekannte Quintentemperatur im 12 stufigen chromatischen
Tonsysteme ist.

Dieses Tonsystem gehdrt alse auch zur zweiten Klasse und zeichnet
sich vor allen anderen aus durch die merkwiirdige Eigenschaft, beiden
Klassen zugleich gewissermaBen als Fundamental-Tonsystem anzugehdren.

Es versteht sich von selbst, daB man nicht bloB iiber dem Grund-
tone C= @,, sondern auch iiber jedem anderen, der temperierten
Quintenreihe entnommenen Tone ¢, eine Tonleiter errichten kann. Die
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allgemeine Formel fiir dieselbe geht aus derjenigen fiir den Grund-
ton @, dadurch hervor, daB man siimtliche Stellenzeiger um p Einheiten
vermehrt, wodurch erhalten wird:

(46) Qp Qp+2 Qp—s Qp—l Qy-}-l QP—Q Qp—’( Qp'
Diese Formel unterscheidet sich sehr wesentlich von der fiir die
Tongysteme der ersten Klasse gliltigen, néimlich:

Qp QP+2 Qp+4 Qp—l Qp’f'l Qp’ka Qp+5 Qp’
und zwar hauptsichlich durch einen besonderen Umstand, der FEr-

wihnung verdient. Die letztere, d. h. die Tonleiter der ersten Klasse
besteht aus zwei Tetrachorden oder Gruppen von 4 T6nen:

@ @pts @p+s Yo

Qpt1 @prs Dots @y
die auseinander auf dieselbe Weise abgeleitet werden, wie man auch
die aufeinander folgenden Tonarten zu entwickeln pflegt; ndmlich durch
Erhohung aller Stellenzeiger um die Einheit.

Die Folge hiervon ist, daB die erste Hilfte jeder Tonleiter mit der
letzten Hilfte der nfichst vorhergehenden kongruent ist, wie im folgen-
den Beispiele einiger aufeinander folgender Tonleitern der ersten Klasse
deutlich zu ersehen ist:

¢C D E F G A H C
G A4 I C D E Fis G
D E Fis G A H Cis D usw.

Dies ist nun in der zweiten Klasse nicht mehr der Fall. Hier
liBt sich die Tonleiter nicht mehr in Tetrachorde zerlegen, sowie auch
die reine Tonleiter eine Zerlegung dieser Art nicht gestattet.

Der genaneren Orientierung wegen mogen hier die Tonleitern der
zweiten Klasse iiber den Grundttnen

QO Ql Q2 QS Q,; Q5 QG . e
Qv W 9 Q0 @5 €6

auch in ihrer musikalischen Bezeichnung angefithrt werden:

ebenso

C D Fes ya G Bes Ces C

G 4 Ces C D Fes Ges G

D E Ges G A Ces Des D

A H  Des D E Ges As A

E Fi As A H Des Fs b

H Cis ILs E Fis Ads B H
H

Fis Gis B Cis FEs F Fis
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G Bes . B (C  Eses Fes F
C Fses FEs F  Ases Bes B
Es F Ases As B Deses FEses Es
B Deses Des Es Geses Ases As
Des FEs Geses Ges As Ceses Deses Des
Ges As Ceses Ces Des Feses Geses Ges.

Man wird keine Schwierigkeit finden, die Reihe dieser Tonleitern
nach beiden Seiten fortzusetzen ins Unbegrenzte. In der vertikalen
Richtung bilden die Téne dieser Leitern eine auf- oder absteigende
geordnete Reihe von Quinten, die beliebig fortgesetzt werden kann.

Auch isoliert kann jede dieser Tomleitern aus der allgemeinen
Formel gebildet werden, zuniichst in der mathematischen Bezeichnung,
die dann mit Hilfe der Quintentabelle in die musikalische umgesetzt
werden kann. Zum Beispiele: Man wiinscht die Dur-Tonleiter zweiter
Klasse iiber dem Grundtone Eis — @), so setzt man in der allgemeinen
Formel p = 11 und erbilt:

Qu Qs @ Qo Y5 @ @ @

Die Quintentabelle lehrt nun, daB dies nach der musikalischen Bezeich-

nung heiBe:
Fis Fisis A Adis His D E Eis.

Man kann auch eine allgemeine Formel fiir die Moll-Tonleitern
zweiter Klasse aus den Moll-Dreiklingen des Grundtones und der
Oberdominante darstellen und wird zu diesem Ende suf folgende Weise
vorgehen. Man bildet vor allem den Moll-Dreiklang des Grundtones
Q= C. Es ist:

Q0=C=§7 Q9=DZ.‘S=~217 _120135Oq g} Ql_ G='7 Q§—15Q§)

hieraus bildet man sodann die Mollakkorde der Unterdominante F und
der Oberdominante G durch KEinsetzen der ihnen entsprechenden

Schwingungszahlen ig und %q; anstatt £; sie sind:
Q@ =F=, g= 18333 %, Q, = Gis ~ £LF — 1-6018064°,
Q=2f=—=
Q=G =1qt =158, Qo= dis— 323, ¢ — 1:8020324%¢,
Q—D=Y2F_ 11950

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Von L. Ermexyr. 381

Ordnet man endlich die Tdne dieser 3 Akkorde nach der GrioBe ihrer
Schwingungszahlen, so bekommt man zunichst die Moll-Tonleiter iiher
dem Grundtone @, = C

c D Dis F G Gis Ais C
Qo Qg Qs Q_1 Ql QS Qm QO
31 39 9;— 2!; 3 38 Bg 310 10;

T 2qu g 248 2%, ‘g%r 2¢

¢ 1125¢°¢ 1:2013554°¢ 1.33335 1'5¢ 1:6018064%¢ 1-8020324%¢ 2¢.

Hieraus folgt die mathematische Formel fiir die Molltonleiter tiber
dem Grundtone ¢, durch Erhthung simtlicher Stellenzeiger um
p Einheiten:

Qp Qp+2 QP+9 Qp—l Qp+1 Qp+8 Qp+10 Qp‘

Es wird auch hier, um den Zusammenhang zwischen den Moll- und
Dur-Tonarten klarer ersichtlich zn machen, frommen, einige der Moll-
skalen in der musikalischen Bezeichnung vorzufiilhren, etwa die iiber
den Grundtomen @, €_y, @ ... @), ¢; ... aufgebauten.

¢ D Irus F G Gis  Ais C
F G Gis B c Cis Dus F
B C Cis Es F Fis Gis B
Es F Fis As B H Cis Es
As B H Des Es E Fis  As
Des FEs E Ges As A H  Des
Ges As A Ces Des D E Ges
Ces Des D Fes Ges G A Ces
Fes Ges G  Bes Ces C D Fes
Bes Ces C Eses Fes F G  Bes
G A4 Ais C D Dis Eis G
D E |Eis G A Adis His D
4 H His D E Eis Titis A
E Fis Fisis A H IIis Cisis E
H "E Fis H

Cis  Cisis s Fisis Glsis

Ihre Betrachtung und der Vergleich mit den eben angefiihrten
Dur-Tonleitern lehrt, daB es in der zweiten Klasse ganz andere Ver-
héltnisse und ganz andere Verwandtschaften der Tonarten gebe, als in
der ersten Klasse. So sind z B. in allen Tonsystemen der ersten

Klasse C-Dur und A-Moll verwandte Tonarten, und die C-Durskala
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besteht aus genau denselben Tonen, wie die A-Molltonleiter. Von
dieser Verwandtschaft ist in den Tonsystemen der zweiten Klasse keine
Spur mehr zu entdecken. Denn es ist mit Ausnahme von D der C-Dur-
nicht ein einziger in der A-Moll-Leiter vorhanden; dagegen zeigt sich
C-Dur wit DBes-Moll, und A-Moll mit Hrs-Dur verwandt, weil die ent-
sprechenden Tonleitern nur je um einen einzigen Ton voneinander ver-
schieden sind. Kine leichte Untersuchung lehrt, daB die folgenden
Dur-Tonarten den unnmittelbar unten bezeichneten Molltonarten be-
ziehungsweise verwandt sind in derselben Weise, wie C-Dur mit 4-Moll
in der ersten Klasse;

As Ks B F O < D A FE H Fis...Dur
= ...Geses Deses Ases Eses Bes Fes Ces Ges Des As Is ... Moll.

Kiirzer jedoch und zweckmiBiger driickt man diese Verhiltnisse
allgemein in der arithmetischen Sprache folgendermaBen aus: In der
ersten Klasse der Tonsysteme ist @, Dur mit @, ,; Moll verwandt, denn
die diesen Tonen entsprechenden Tonleitern:

QP Qp—}—i Qp+4 Qp—l Qp-}-l Qp+3 Qp+5 Qp Dur
Qpis Yors @ Wpss Wpis @1 Yot @p 15 Moll

bestehen genau aus denselben Ténen.
In der zweiten Klasse hingegen ist @, Dur mit @, , Moll ver-
wandt, denn die diesen Tonen angehorigen Leitern némtich:

&, Qiz @oos @t @oia Qpos @pr @ Dur
Qo Y1 Y Q1o Wpos Qo1 Doia Qp_sMon

weichen bloB in einem Tone, der @uie in der Dur- und @,_10 in der
Mollskala ist, voneinander ab. . . .

Diese Verschiedenheit in der Verwandtschaft ist aber natiirlich
nicht die einzige zwischen den Tonsystemen der zwei Klassen be-
stehende. Diese ist vielmehr eine sehr mannigfache und tiefgreifende,
kann jedoch in dieser Abhandlung nicht erschdpfend besprochen werden.
Nur soviel mag zur oberflichlichen Orientierung des musikverstindigen
Lesers hier gesagt sein, dal, wenn er in dem folgenden Schema die
ganze Tonsippschaft erster Klasse als nach den Verwandischaftsgraden
gruppiert erkennt

...G D A E H Fis CCis
.Es B F C G D A E
...Ges Des As Es B r C,
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das @holiche Schema in der zweiten Klasse folgendermaBen aussieht:

Ases Ises Des Ies Ces (Ges  Des
Es B F C G D A E
Fis Cis Gis Dis Ais Eis His.

Die in diesen zwei Schematen gleichgelegeren Tone spielen auch in
der beiden Klassen der Tonsystemo dieselbe Rolle.

Nimmt man allgemein an, der Musiker brauche p + 1 Tomleitern
in Dur sowohl wie auch in Moll, iiber den Grundténen @, @, @, . .- @
um gute Musik machen zu kénnen, so lehrt die Ansicht der allgemeinen
Formeln im vierten Abschnitte fiir die Dur- und Moll-Skalen iiber
dem Grundtone @, und der Vergleich mit jenen iiber dem Grundtone €,
daB hierzu die folgende Reihe fortlaufender Quinten, p -+ 20 an der
Zahl, notwendig ist:

Q—s Q_s---Qo & Qz-'-Qp Qp+1"'Qp+107

also um 19 Tone mehr als Tonarten und Leitern. Hiebei sind iiber-
dies die Septimen noch gar nicht in Betracht gezogen und miissen
genommen werden, wie sie in der betreffenden Tonart vorhanden sind.
Dies leidet eine Ausnahme bei geschlossenen Tonsystemen, hei welchen
auch hier ein schr bedeutendes Ersparnis an Tonmitteln erzielt werden
kann. So oft es nimlich gelingt, ein (p + 1) stufiges geschlossenes
Tonsystem aufzufinden, geniigt dasselbe vollkommen zur Aufstellung
von p 4 1 Moll- und Dur-Tonleitern, die mit allen Intervallen gleich-
miBig versehen sind.

Es entsteht also die nicht unwichtige Frage: Gibt es geschlossene
Tonsysteme der zweiten Klasse, und welche sind ihre Stufenzahlen?
Diese Frage zu beantworten erwige man, dull in einem (p + 1)stufigen
geschlossenen Tonsysteme die Bestandttne eine geometrische Progression
bilden:

¢ af Pt o®¢...cff wo oft1=2 st

Ein jedes in der: Tonleiter vorkommende Intervall erhdlt von den
p -+ 1 Stufen, in welche die Oktave zerfillt, eine bestimmte, notwendiger-
weise ganze Zahl. Das kleinste der in einer Tonleiter zweiter Klasse
vorkommende Intervall ist nun vermége der kurz vorher angestellten
Betrachtungen das zwischen einem groBen und kleinen ganzen Ton
vorhandene. Angenommen, es eigne sich % Tonstufen an, der kleine
Halbton hingegen nehme von diesen Stufen m fiir sich in Anspruch, so
bekommt der groBe Halbton dem oben Gesagten nach (m + 2k) Stufen.
Der kleine ganze Ton erhilt, weil er aus den beiden Halbténen zu-
sammengesetzt ist, (2m 4- 2k) Stufen. Also besitzt der groBe ganze
Ton die Stufenzahl 2m 4+ 3k.
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In der Tonleiter zweiter Klasse kommen, sowie in der reinen Ton-
leiter, 3 groBe ganze, 2 kleine ganze, und 2 gro8e Halbtine vor; sie
erhalten zusammen genommen 12m + 17k Stufen, oder 12(m + k) + 5k
an der Zahl Sie machen auch eine Oktave aus, man hat daher die
Gleichung:

(47) p+1=12(m + k) + 5F,

in welcher fiir £ und m beliebige ganze und positive Werte gesetzt
werden kénnen.

Wir setzen erstens & =0, so ergibt sich die erste Galtung der
geschlossenen Tonsysteme der zweiten Klasse, die fir

m= 1 2 3 4...
p+1=12 24 36 48...stufig

ausfallen; sie sind alle von dem 12stufigen chromatischen Systeme
nicht verschieden, welches mithin auch in der zweiten Klasse fiir sich
eine Gattung darstellt.

Die zweite Gattung geschlossener Tonsysteme erhdlt man fiir
% = 1; sie besitzen beziehentlich fiir

m= 0 1 2 3 4 5 6 7...
p+1=12(m + 1)+ 5=17 29 41 53 65 77 89 101 ... Stufen.

Die ihnen entsprechenden Quintentemperaturen ¢ erhilt man, wenn
man der Reihe nach setzi:

Qo= Qu st Qn 953 QGﬁ Qm
d. h.

1—0-9621694', 0-975296 g%, 0-988602 4%, 1:002094%, 1015762 ¢, 1-0296204",
woraus
g = 1:002236, 1000863, 1-000278, 0-099961, 0,999759, 0-999621 usw.

folgt.

Eine dritte Gattung geschlossener Tonsysteme liefert die Annahme
k = 2, der die Stufenzahl: p + 1 = 12(m + 2) + 10 entspricht, welcher
nun wieder fiir

m= 0 1 2 3 4 5 6 17 8...
p+1=12(m+2)+10=34 46 58 70 82 94 106 118 130...

stufige Tonsysteme entsprechen. Sie sind nicht alle von den der
zweiten Gattung angehorigen verschieden, das 34stufige ist vielmehr
identisch mit dem 17stufigen, das 58-, 82-) 106-, 130... stufige be-

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Von L. Erményr. 385

zichentlich identisch mit dem 29-, 41-, 53-, 65stufigen zweiter Gattung,
so daB als wesentlich zur dritten Gattung gehdrig die den Annahmen

m=1, 3, b, 7...2rn+1

entsprechenden iibrig bleiben, und also die Formel, welche nur Ton-
systeme dritter Gattung liefert, geschrieben werden kann:

p+1=24(n+2)—2.

In der Tat ergibt diese fiir die folgenden Werte von # die ent-
sprechenden Stufenzahlen:

n—0, 1, 2, 3, 4 b, ...
p+1—24(n+2)—2—46, 70, 94, 118, 142, 166, ...,

welche Tonsysteme der dritten Gattung angehtren, die unter den zur
zweiten Gattung zihlenden nicht angetroffen werden. Sie konnen alle
als in die zweite Gattung interpolierte Tonsysteme betrachtet werden.

Das 46stufige féllt seiner Quintentemperatur, mithin auch seinen
ibrigen Kigenschaften nach zwischen das 17- und 29stufige zweiter
Gattung, das TOstufige zwischen das 29- und das 41stufige, das 94-
stufige zwischen das 41- und 53stufige, das 118stufige zwischen das
b3- und 6Hstufige zweiter Gatbung. Wenn mithin die Quinten-
temperatur ¢ des 53stufigen Tonsystems vielleicht fiir zu klein, die des
6Dstufigen dagegen aus irgend einem Grunde als zu hoch erachtet
werden sollte, so bietet sich zundchst das 118stufige Tonsystem als
mbglicherweise entsprechend an.

Die Quintentemperaturen ¢ dieser geschlossenen Tonsysteme dritter
Gattung erhilt man wieder, wenn man der Reihe nach tetzt:

Qo - Qm; Q’zo; Q&m Qus;
das heifit 1 =0.9384004%, 0.9641804,
woraus = 1.0002536, 1.000521

berechnet wird. Nun wire eine vierte Gattung geschlossener Ton-
systeme an der Reihe, erhalten durch die Voraussetzung % = 3, der die
Stufenzahl

p+1=12(m +4)+3

entspricht. Diese Systeme zihlen beziehentlich:
m=0, 1, 2, 3, 4 5, 6, 17, 8 9, 10, ...
r+1=12(m+4)+3=5b1, 63, 15, 87, 99, 111, 123, 135, 147, 159, 171, ...

Stufen. Von ihnen ist das Hl-, 87- 123, 159stufige mit dem 17,
29-, 41, 53-, ... stufigen der zweiten (attung identisch. Die iibrigen
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sind zwischen die Tonsysteme zweiter Gattung zu zweien und zweien

eingeschoben.
So fortschreitend und der Reihe nach £ =4, b, 6, ... annehmend
bekiime man eine 5., 6, 7,... usw. Gattung geschlossener Tonsysteme

von immerfort zunehmenden Stufenzahlen, die zum Teil sich zwischen
dieselben einschieben. Begreiflicherweise behaupten die friiheren vor
den spiiteren Gattungen angehirigen Tonsysteme unter iibrigens gleichen
Umstinden wegen der namhaft geringeren Stufenzahl den Vorzug, der
iibrigens in dem Falle, wo man alle Tone zu verwenden mnicht in der
Lage ist, an Bedeutung sehr verlieren kann, und auch dann wirklich
verliert, wenn man wegen der Einrichtung der Tastatur von der ge-
schlossenen Beschaffenheit des Tonsystems keinen Gebrauch machen kann.

Wir wollen nun mit einigen Tonsystemen, in welchen die Summe
der Quadrate aller mit ijhren Gewichtszahlen multiplizierten Ver-
filschungen der konsonanten Intervalle ein Minimum ist, einige Be-
kanntschaft suchen, so wie wir dies bei dem Tonsysteme der ersten
Klasse getan haben, bemerken aber hier, daB man gerade wie bei den
Tonsystemen erster Klasse fiir die Septime eine doppelte Wahl treffen
kann. So wie sich namlich dort als Septimen von U zwei Tone, nim-
lich B und Aés darbieten, von welchen der erste diese Stelle im
12stufigen Systeme wirklich {ibernimmt, wihrend sich fiir die groBe
Mehrzahl der iibrigen Tonsysteme erster Klasse Ais besser verwerten
liBt, so verhilt sich die Sache in der zweiten Klasse auch. Es bieten
sich als Septimen dar erstens die vierzehnte vom Grundtone C gezihlte
Quarte Ceses; wihlt man sie, so ergeben sich fiir die Temperaturen
der konsonanten Hauptintervalle die Gleichungen (45), d. h.

915 5 . 38q9 9286

=5_3's?) t= 916 - 3=7_314_qu'

Man kann aber noch einem anderen Tone die Rolle der Septime iiber-
tragen, nimlich der neununddreifligsten vom Grundtone (' aus gezihlten

Quinte, deren musikalischer Name Fisisisisis ist. Die Schwingungs-
zahl dieses Reintones entnimmt man der Quintentabelle, welche

Q@ — bex = LTBTHIBE ist.

Geht man nun von den reinen ToOnen zu temperierten iiber, so
erhilt einerseits die 39. Quinte den Faktor ¢, wihrend andererseits

die reine Septime mit der Schwingungszahl {-g in die temperierte

:Z»s;iibergeht. Man hat also hier:

7 3% 4 8% g
15— 4 oder § = ond -
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Diese zweite Septime ist viel weiter vom Grundtone entfernt als die
erste, erweist sich also nur brauchbar bei solchen Tonsystemen, die eine
sehr bedeutende Stufenzahl oder einen sehr groBen Tonreichtum besitzen.

Setzen wir jetzt, von den Temperaturen zu den Verfilsehungen
iibergehend,

g=14%, I'=140, t=1+4+17, s=1+40;
filhren wir diese Werte in die obigen Formeln ein und lassen, weil x
der Natur der Sache nuach einen sehr kleinen Bruch vorstellt, die

hiheren Potenzen desselben weg, so ergeben sich fiir die Verfilschungen
der Hauptintervalle folgende Gleichungen:

g1 87
- Ll s,

5- 38 37
T= 3 I:gja + 9%]:

220 73649
G = rg‘a |:2T — 14%]

oder, wenn die 39. Quinte als Septime beliebt wird:

338 [17329886895011851

6=7_269 T P -|—39x:|

Nennen wir jetzt die Gewichte der Verfilschungen der Quinte, groBen
Terz, kleinen Terz, Septime beziehentlich q, ‘E, t, 8, so ist die Summe
der Quadrate, die ein Minimum werden soll, folgende:

2= q2x2 + FrH2 + tig? 4 520‘2,

N
und man hat im Falle des Minimums 5~ = 0 oder, da

dx= .
dé o 218 dt _ 5. 310 dao 926
de " 7B 8 dn T 290 dx gt

bezw. wenn die zweite Septime vorgezogen wird,
ds 39 . 3%
dx 728
ist, eine der folgenden zwei Bestimmungsgleichungen fiir x
298237 5. 318 37 26132 773649
0*% + Figie | g T 8%] + g [ﬁg@ + 9%] — g g gw — 1dx=10
oder fiir den Fall der zweiten Septime

235F2 37 b%. 318¢2 37
0% + gr g g T 8%] + g 558 T+ 9%

39 . 37832 [17329886895011851

+ 7. giie 359 +39x:|=0‘
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Durch die Auflssung dieser beiden Gleichungen gewinnt man die vor-
teilhafteste Verfilschung der Quinte, welche das wohlklingendste Ton-
system gibt, ausgedriickt durch eine der folgenden beiden Formeln:

248.312.7.37%2 - 5%.38%8.7.37t% —25.5%. 736493

B gm0 38 50 7qF 4 200 315, 7T b4. 395, T | 90%. pE. 757
(48) oder fiir den Fall der entlegeneren Septime:
2136.72. 37 L% 288.33%6. 5%, 7%. 3742 3%5.5%.13.173298868950118513*
x=—72f1s .g18, 52, 7sq2 + 24 725{&1288 3% .54, 722 398 5%, 13237

Wenden wir uns zuvérderst an die erste dieser beiden Formeln,
welche Ceses als die Septime von C auffaBt, und setzen wir in der-
selben erst q, dann ¥ und t und zuletzt § unendlich, gewissermaBen
nach dem Tonsysteme fragend, in welchem einmal die Quinte, dann
die groBe Terz, sodann die kleine Terz und schlieBlich die Septime
rein und untemperiert sind, so erhilt man diesen vier Annahmen ent-

sprechend
filr q =00, =0,
& o 37 37 1
» =, X =067 T 3g2144 70856 *
{ — oo B 37 81 1
» =00, X= T Ee T T 995245 . 7980

s — oo 73649 73649 1
” — 90, %= 7% = 159762048 ~ T 6378

Bei den Tonsystemen, welche das entlegenere Fis® als Septime
erwihlen, gestalten sich die Werte, welche die zweite Formel (48)
gibt, in den obigen vier Fillen folgendermaBen:

fiir q =0, 2=0,

37 1
n B=00, n=—g% == 755
¢ 37 1
n LT 00, X TN T T 7980
5 — _ 17329886895011851 1
n ® =00, x= 3913 ~ 9120

In beiden Fiilllen sind also die ersten drei Werte von x gleich, nur
fiir § = oo sind sie verschieden.

Multipliziert man Zihler und Nenner der ersten dieser vier ver-
schiedenen Werte von x mit q% des zweiten mit 3, des dritten mit t*
des vierten mit 3% addiert sodann alle Zihler der auf diese Weise ge-
wonnenen Briiche und auch alle Nennoer, konstruiert hieraus emen
Bruch, dessen Zahler die Summe aller Zihler und dessen Nenner die
Summe aller Nenner ist, so erhilt man bekanntlich einen Mittelwert
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zwischen den vier vorliegenden Werten von x, der grofer ist als der
kleinste und kleiner als der griBte derselben. Dieser Mittelwert ist
aber offenbar der allgemeine Wert der zweiten Formel (48) fiir » selbst,
mithin ist in allen Tonsystemen zweiter Klasse, welche Fis® zur Sep-
time erwihlen, die Verfilschung der Quinte x zwischen folgenden sehr
eng aneinander liegenden Grenzen eingeschlossen:

1
—m<ﬂ<0.

Und 1iBt man die Verfilschung % von Null aus allmihlich nach
der negativen Seite abnehmen, so begegnet man zuert dem Werte

K= — welcher das Tonsystem der reinem Septime gibt; dann

9120’
kommt man zu dem Werte x=—7§18—0, welchem das Tonsystem der
reinen Kleinterzen entspricht, schlieBlich gelangt man zu » = — ﬁ,

zu dem das Tonsystem der GroBterzen gehort, und mit welchem Werte
von % die Reihe derjenigen Werte geschlossen ist, die iiberhaupt aus
der Formel (48) fiir die verschiedensten q, T, t und 8 gezogen werden
kinnen.

Em Tonsystem mit sehr reiner Quinte, verfilscht ndmlich nur mit

25382 der Schwingungszahl haben wir bei Bildung der Gattungen ge-

schlossener Tonsysteme zweiter Klasse in dem 5H3stufigen System
kennen gelernt; es gehort zu den Systemen, welche Ceses als Septime
haben. Diese scheinen mithin von allen Werten von » von Null an bis

®=— 91120 Besitz zu nehmen, und von da geht erst der Bereich der-

Jenigen Tonsysteme an, fiir welche Eis® als Septime dient. Ilieraus
geht hervor, daB sich die Grenzen der Werte von x |fiir die in Rede
stehenden Tonsysteme noch enger zusammenziehen lassen; man hat
nimlich )

7085 <* <~ 351%0°

Um zu untersuchen, zwischen welchen Grenzen die Verfillschungen der
tibrigen Intervalle, nimlich 8, * und ¢ enthalten sind, wenn x zwischen
den oben angegebenen Grenmzen bleibt, setzt man fir x zuerst eine,
dann die andere seiner beiden Grenzen in die Formeln fir 6, v und o
ein und berechnet die Werte dieser letzteren. Man gewinnt so

y 1 1 1
fir x = — 7555, 0=0, T="q0ms’ %= e’
1 1 1
» %*="g1 9= 53 T= o8z’ ¢=0. .
Zeaitschrift f. Mathematik u. Physik. 51. Band. 1904. 4. Heft. 26
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Wihrend also zwischen diesen Grenzen die grofe Terz immer ein

59175 nicht tiberschreitet,
ist die kleine Terz anfangs ungefihr um die Hilfte dieses Betrages
zu tief und wird dann um gleichviel zu hoch. Die Septime bleibt
immer zu tief, aber auch nur um einen sehr geringen Bruchteil ihrer
Schwingungszahl.

Der bloBe Anblick der kleinen gebrochenen Werte, die aus den
Formeln (48) gewonnen werden, lehrt, daB es unter den Tonsystemen
zweiter Klasse und vorzugsweise unter denjenigen, die sich der ent-
legenen Septime Fis® bedienen, sehr reine, wohlklingende gibt, bei
welchen die Verfilschung der konsomanten Intervalle nur beiliufig

1
8000
obachtungsmitteln nicht mehr wahrnehmbar ist. Diese Reinheit kommt
aber leider teuer zu stehen, indem ein sehr betréchtlicher Aufwand an
Tonmitteln damit verkmiipft ist und durch die jedermann zu Gebote
‘stehenden Stimmmittel nicht zu erreichen ist und, wenn zufillig er-
reicht, auf keine Weise vom menschlichen Ohr beurteilt werden kann.

Suchen wir nun einige dieser Tonsysteme mehr im besonderen
kennen zu lernen. Das mit vollkommen reinen Quinten ist bereits
oben angefithrt worden, wobel wir gesehen haben, daB es ein sehr

wenig zu tief bleibt um eine Gréfe, welche

der Schwingungszahl betriigt, also selbst mit den allerfeinsten Be-

. 1 .
brauchbares Tonsystem sei, welches nur um 4= temperierte Terzen
enthilt.

Das b3stufige System haben wir als ein solches kennen gelernt,

welches die Quinte nur um den sehr kleinen Bruchteil ﬁzﬁ zu tief
. . . 25381
nimmt. Man hat also in diesem 53stufigen System g — 2:5)'38‘2'

Rechnet man hiezu die Temperaturen der iibrigen konsonanten
Intervalle nach den Formeln (45), so erhilt man

1229 1 1293

1 364 1
1230 © 1230’

= t:@:1+12192’ $ =363 — 1T 355
Der Anblick dieser Zahlen lehrt, daB man hier ein Tonsystem hat,
welches bescheidene Anspriiche vollkommen befriedigen kann. Es ver
bindet mif beinahe ganz reinen Quinten eine grofe und kleine Terz,
die 10- bis 12mal reiner sind als die Terzen des chromatischen Systems.
Dic Septime ist wohl um etwas, einem feinen GehOre hereits Merk-
liches zu hoch, sie vertrigt dies aber viel besser als eine gleich groBe
Verfilschung in entgegengesetzter Richtung, was in der Natur dieses
konsolanten Intervalles zu liegen scheint, sowie auch ein geringes

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Von L. Erugvyr. 391

Schweben dieses Intervalles dem psychischen Charakter desselben sehr
gut entspricht und dem Wohlklang keinen Eintrag tut. Petzval hielt
es daher der Miithe wert, dieses unstreitig sehr brauchbare System
zweiter Klasse einer ausfiihrlichen Berechnung zu unterwerfen. Da
es ein geschlossenes D3stufiges Tonsystem ist, so sind seine nach der
GroBe der Schwingungszahlen geordneten Tiéne im musikalischen Sinne
dquidistant, d. h. diese Schwingungszahlen bilden eine geometrische

Progression, deren erstes Glied ¢ und deren Exponent °}/2 'ist. Die
von Petzval berechnete Tabelle ist die nachstehende. In der zweiten
Spalte befinden sich die musikalischen Namen der Tonstufen, in der
dritten ihre arithmetischen Benennungen, in der vierten die Logarithmen
der Schwingungszahlen, in der fiinften die Schwingungszahlen selbst
in Form von Dezimalbriichen, in der sechsten ihre einfachsten an-
geniitherten Werte in Form eines gewOhnlichen DBruches, in der
siebenten die Logarithmen der reziproken Werte der Schwingungs-
zahlen, oder was dasselbe ist, die Logarithmen der Saitenlingen, die
Saitenlinge flir C gleich Eins genommen, endlich in der achten die
Saitenlingen selbst. (Siehe S.3921f)

In diesem 53stufigen Tonsysteme besitzt der grofe ganze Ton
9 Stufen, der kleine ganze Ton 8 Stufen, der groBe Halbton hat 5 Stufen,
der kleine Halbton hat derem 3, der groBe und kleine Halbton geben
zusammen D -+ 3 = 8, also einen kleinen Ganzton, wie es sein muS.
Die Schwingungszahlen dieser verschiedenen Fundamental-Intervalle sind
von den in der reinen Tonleiter vorhandenen nur auBerordentlich wenig

verschieden. So bhat der aus 3 Stufen bestehende Halbton das
Schwingungsverhiltnis mit 1.040014 — %, wihrend in der reinen Ton-

leiter dieser Halbton Z% = 1.041667 ist; der groBe Halbton, der aus fiinf

Stufen zusammengesetzt ist, hat die Schwingungszahl 1.067577, eine
Zahl, die sich von dem Schwingungsverhiltnisse in der reinen Tonleiter,

niimlich 1’2 = 1.066667 noch weniger unterscheidet. Mit noch griBerer
Genauigkeit sind die beiden GanztSne in diesem System wiedergegeben,

nimlich der kleine = 1.110295, was beinahe genau 190,

= 1.124911, was beinahe genau % ist. Die beiden Terzen sind von

gentigender, Quinte und Quarte aber von ausgezeichneter Reinheit. An
brauchbaren Intervallen verschiedener Art, die durch einfache Briiche
ausgedriickt sind, ist ein namhafter Uberflu vorhanden. Daran, daB
die Septime etwas stiirker temperiert ist, wird wohl kein Musiker An-
stand nehmen, weil ja ein jeder dieses Intervall miBachtet und nicht
einmal fiir eine Konsonanz gelten laBt.

und der groBe

28*
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53 stufiges Tonsystem II. Klasse.

T loguy 2" = Ve — Saitenlinge
0|C |Q, |00000000| 1000000 | 1 | 100000
1| His |Q, | 00056798 | 1013164 | 1T | 098701
2| 4is* | Q,, 00113596 | 1-026501 gg 097418
3| Es® |Q_,, | 00170394 | 1:040014 g 096153
4| Des |Q_5 | 00227192 | 1.053705 :‘73 094903
} 5| Cis |Q, |00283991]| 1-067571 093670
6| His® | Q. | 0034078 | 1081630 002453
7| Fes® | Q_ge | 00397587 | 1-095869 091252
8| Est 1Q 4| 00454385 | 1110295 090066
9|D |Q, |00511183| 1124911 g 088896
10 | Cist |Q,, | 00567981 | 1139720 087741
11| His® | Qs ! 00624779 | 1-154723 086601 | Gest—Q .
12 | Fes? | Q_ys | 00681577 | 1169924 085476
|

13| Bs Q. 00738375 1185325 g_; 084365
14| Dis |Qu 00795174 | 1200929 g 083269
15| Cis® | Qs | 00851972 | 1216789 082187
16 | Ges® | Q_s0 | 00908770 | 1-282756 0-81149
17 | Fes | Qs | 00965568 | 1:248984 0-80065
18| E |Q. 01022366 | 1-265426 079025
19 | Dist | Qs | 0110791684 | 1-282084 077998
20 | As* |Q_gs | 01135962 | 1-298961 076985 | Cis* = Q,,
121 Ges® | Q_ys | 011192760 | 1-316061 075984
22| F |Q_, | 01249558 | 1:333385 074997
(23| Eis | Qg | 01308356 | 1350939 074023
24 | Dis® | Qs i0'1363154 1:368723 073061
25| As® | Q_y5 | 01419953 | 1386741 0172112
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r ogVe — | Ve — Saitenlinge
26 | Ges |Q_, | 01476751 | 1404996 071175 N
27| Fis |Q, |01533549 | 1423491 070250
28 | Eis® | Qs | 01590347 | 1:442230 069337
29 | Bes® | Q_,g | 01647145 | 1-461216 0-68436
30| As? |Q_,, | 01703943 | 1480452 067547
31|G |Q, |01760741 | 1-499941 066669
32 | Fis® |Q,, | 01817540 1519686 0-65803
33| Eis® | Q,, | 01874338 1539692 064948 | Cest — Q_ss
34 | Bes' | Q_, 0-1931136§ 1-559960 064104
35| As | Q_, | 01987934 1580496 063271
36 | Gis [Q, | 02044732 1601302 | © | 062449
87| Fist |Qy, | 02101530, 1622382 | )| 061638
38 | Ces® | Q_,, | 02158328 | 1:643739 060837
39| Bes |Q_, | 09215126 | 1:665877 0-60046
04 |Q, |02271925| 1687301 059266
Al| Gist | Q,, | 02328723 1709512 0-58496
42| Fist |Q,, | 02385521 | 11732017 057736 | Des*=Q_ss
43| Ces? | Q_,, | 02442319 | 1754817 0-56986
4B |Q, | 02499116 1777917 056246
45 | dis |Q,, | 02555914 1:801323 055515
46| Gis* ' Q,, | 02612713 | 1-825036 0-54793
47| Des® | Q_,, | 02669511 | 1-849060 0-54082
48| Ces |Q_, | 02726309 | 1:873402 0-53379
49| H |Q, |02783108 1898064 052685
50 | dis* | Q,, | 02839906 | 1923050 0-52001
51| Gist | Q, | 02896704 | 1948365 051325 | Est—=Q_s,
52| Des® | Q_,, | 02053502 | 1974014 0-50658 '
53|C |Q, |03010300 | 2000000 0-50000
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Es ist noch die Frage zu beantworten, auf welche Weise die
Namen der 53 Tonstufen bestimmt worden sind. Es reicht hierzu die
Kenntnis der folgenden zwei Umstéinde aus. Erstens hat der ganze
Ton neun Stufen; hieraus folgt, daB die von C aus gezihlte neunte
Stufe den Namen D tragen wird, von da aus heibBt die neunte, also
von C aus die neunzehnte Stufe FE, von da aus weitere je neun Stufen
gezihlt, gibt N® 27 Fis, ebenso N°® 36 Gis, N°® 45 Ais; die H4™ ist
aber gleichbedeutend mit der ersten Stufe und heiBt His. Der zweite
Umstand ist, daB die Silbe s, zu irgend einem Tone hinzugesetzt, eine
‘Erhthung um genau einem groBen Halbton, also um 5 Stufen bedeutet;
man zéhle also von C aus b, 10, 15, 20, 25, usw. Stufen, und man
erhiilt der Reihe nach die Tone: Cis, Cisis, Cis®, Cis* usf. Auf dieselbe
Weise erhilt man von D je b Stufen zihlend Dis, Disis, Dis® Dis?, usf,
Endlich bedeutet die angefiigte Endsilbe es eine Erniedrigung um
5 Stufen; daher man nach riickwirts fiinf Stufen zihlend jedesmal die
Endsilbe es mit anfiigen kann. Zudem weiB man, dafl die grofle
Terz aus einem grofen und einem kleinen Ganzion zusammengesetzt
ist, also 9 + 8 = 17 Stufen hat; die kleine Terz besteht aus einem
groBen ganzen und aus einem kleinen Halbton, hat also 9 +5 =14
Stufen; die Quinte ist zusammengesetzt aus einer groBen und einer
kleinen Terz, befindet sich daher auf der 17 4- 14 = 31t Stufe, dorthin
setze man also G usw.

Hat man sich diesen ganzen Reichtum von 53 Tonen an irgend
einem Instrumente, wie Orgel oder Harmonium verschafft, so hat man
53 Dur- und Molltonarten, bei welchen man im Quintenzirkel herum-
wandern kanu, und es ist nicht notwendig, sich die Tone in einer Tabelle
zurechtzulegen, um in derselben ersichtlich zu machen, iiber welche
Intervalle man in einer jeden Tonart verfiigt, weil man in allen Ton-
arten alle Intervalle hat. Kann man aus irgend einer Ursache von
sllen 53 Tonen nicht Gebrauch machen, muB man sich vielmehr auf
elne geringere Anzahl beschrinken, so ist es unerlibBlich, sich diesen
Vorrat zum musikalischen Gebrauche gewiihlter Tine, die eine zusammen-
hiingende Quintenreihe zu bilden haben, tabellarisch zurechtzulegen.

Zur Beurteilung jedoch, welche geringste Anzahl von T6nen hin-
reiche, um gute Musik machen und namentlich die Meisterwerke neuerer
Tonsetzer vortragen zu koénnen, bieten die bisher gewonnenen Ein-
sichten nicht geniigenden Anhalt, und ist es notwendig sich einige, wenn
auch nur oberflichliche Kenntnisse der Harmonielehre zu verschaffen.
Nur ist die gewthnliche Ilarmonielehre, wie sie in verschiedenen
Werken iiber diesen Gegenstand angetroffen wird, bloB fiir das 12stufige
Tonsystem giiltig; fiir denjenigen, der sich einen weit groBeren Tomn-
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reichtum gestatten kann, und darunter sogar neue Konsonanzen wie
die reine Septime, ist sie zu enge gehalten und muB notwendig eine
Erweiterung erfahren. Petzval hat sich denn auch zu diesem Ende
mit den mathematischen Grundsiizen, welche zur Dildung einer neuen
Harmonielehre ndtig sind, befaBt. Von diesen Arbeiten ist indessen
der groBte Teil verloren gegangen, und bilden die gefundenen hand-
schriftlichen Aufzeichnungen nur einzelne Bruchsticke davon.

Im Zusammenhange mit dieser Harmonielehre steht auch die von ihm
ersonnene rationelle Tastatur, von welcher, weil sie sich gleichfalls auf
die vorgetragene Theorie bezieht, und weil Petzval diesen Gegenstand
in seinen Vortrigen mit besonderer Vorliebhe zu behandeln pflegte,
einiges im niichsten Ahschnitte Platz finden mag.

VI. Die rationelle Tastatur.

Es ist eine allgemein anerkannte Tatsache, daB, wenn man aus
einer betriichtlichen Anzshl von Elementen beliebiger Art die maunig-
faltigsten Kombinationen zu machen und Gruppen zu zweien, dreien,
vieren usf. auf die verschiedenste Weise zu bilden hat, man Sorge
tragen muB, sich diese Elemente auf die vorteilhafteste Weise, zumn
bequemen Gebrauche geordnet, zurechtzulegen. Dies ist vorzugsweise
mit den zum musikalischen Gebrauche bestimmten Ténen der Fall. Die
rationellste Anordnung derselben kann dann auch als das Urbild einer
rationellen Tastatur betrachtet werden.

Petzval bezeichnet diejenige als die rationelle Tastatur, welche
die geringste Anzahl méglichst bequemer Fingersiitze in den verschiedenen
Tonarten, in denen Musikstiicke auf derselben vorgetragen werden, zuliBt.
Sie hat zu der Tastatur des gebriuchlichen Klaviers sozusagen den direkten
Gegensatz zu bilden. Denn wihrend bei diesem Instrumente zu dem
Vorrate von zwolf Ténen, der eine wahre Tonarmut genannt werden
muB, nicht weniger als 12 verschiedene, meist sehr unbequeme Finger-
sitze bendtigt werden, brancht man bei allen Tonsystemen der ersten
Klasse nur einen einzigen sehr bequemen Fingersatz, wenn man die
rationelle Tastatur annimmst. Sie ist so beschaffen, daB, wenn man ein
Musikstiick in irgend einer Tonart einstudiert hat, man es auch in allen
iibrigen Tonarten, wie viele deren im Tonsysteme auch sein mdgen,
ohne Schwierigkeit und genau mit denselben Bewegungen der Hand
abspielen kann.

Diese rationelle Tastatur oder vielmehr das geometrische Urbild,
sozusagen der GrundriB derselben, wird auf eine hochst einfache Weise
gebildet. Man schreibt némlich die bekannte Quintenreihe in horizon-
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taler Richtung auf, vom Grundtone C nach rechts und links ins Un-
begrenzte fortgesetst:

. %; DC‘B, Iisy ES; B: F; 9: G; ]27 AJ —}_f) H; B.'-E) CIIS, @f

und zeichnet in derselben vom Grundtone angefangenen jeden zweiten
Ton nach Belieben aus, z. B. durch Unterstreichen. Aus den auf diese
‘Weise bezeichneten Tonen bildet man eine besondere erste Reihe:

(I) ... Fes, Ges, As, B, C, D, E, Fis, Gis, Ais, His, ...
aus den iibrigen eine besondere zweite Reihe:
Ay ... Ces, Des, Is, F, G, 4, H, Cis, Dis, Eis, ...

Diese zwei Reihen schreibt man nun abwechselnd untereinander,
5o jedoch, daB, wenn In einer hinzuzuschreibenden Reihe ' vorkommt,
dies unter (is der niichst vorhergehenden Reihe zu stellen ist. Kommt
aber in der nichst aufzuschreibenden Reihe Ces vor, so hat es unter
C seinen Platz einzunehmen.

Man erhilt auf diese Weise eine Art Abbildung der rationellen
Tastatur, welche allen Tonsystemen der ersten Klasse gemeinsam ist
und in allen Tonarten nur einen einzigen Fingersatz hat. Hiervon
tberzeugt man sich leicht auf folgende Weise: In der Reihe reiner
Quinten ist das musikalische Intervall zwischen je zwei aufeinander-

folgenden Tonen ausgedriickt durch die Zahl g , und geht man nicht

zu dem nidchst folgenden, sondern zu dem zweiten iiber, so besteht
3 3 9
227 ¢
oder wenn man sich die Tdne der Quintenreihe auf die erste Oktave

zwischen diesem und dem zweitfolgenden ein Intervall von

zuriickgefilhrt denkt, das Intervall % gleich einem grofen Ganzton.

Hieraus folgt, daB in jeder der beiden Reihen 1 und II die Tone ﬁqili—
distant und je um einen ganzen Ton voneinander verschieden sind.
Zeichnet man nun in der angefiihrten Weise die rationelle Tastatur
auf, nimlich:
Cis, Dis, Lis,
C, D, E, Fis, Gis, Ais, His, ]
Ces, Des, ks, F, G, A, H, Ui, Dis, Eis,
Tes, Ges, 4s, B, C, D, E, Fis, Gis, Ais, His, .
Ces, Des, Es, F, G, A, H, Cis, s, ...
Fes, Ges, As, B, C, D, ...
Ces, Des, .-
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so sind auch in der vertikalen Richtung die Tone der iibereinander ge-
schriebenen Reihen #quidistant und je um einen kleinen Halbton von-
einander verschieden. Hieraus folgt nun unmittelbar, daB je zwei Ton-
paare, welche in demselben horizontalen und in demselben vertikalen
Abstande sich befinden, auch in demselben musikalischen Abstande

-
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stehen werden. Die beigedruckte schematische Anordnung stellt die
rationelle Tastatur der Tonsysteme I. Klasse dar. Stellt z. B. das erste
Tonpaar eine groBe Terz vor, so wird das zweite auch eine groBe Terz
sein; da dies aber von zwei beliebigen Tonpaaren gesagt werden kann,
8o gilt es allgemein fiir eine jede geometrische Gestalt. Alle Tongruppen
nimlich, welche in der Tastatur durch gerade Linien zusammengezogen,
kongruente geometrische Figuren bilden, besitzen auch, die Tonh&he
abgercchnet, gleichzeitig oder hintereinander angeschlagen einerlei Klang.

Da auf dieser Tastatur ein jedes Tonstiick in allen Tonarten einerlei
geometrische Gestalt hat, und da die Tonleiter ebenfalls ein kleines
Musikstiick ist, ja dasselbe auch von jedem Akkorde gesagt werden
kann, so haben Tonleiter und Akkorde hier allenthalben einerlei Form,
und es kann jedes dieser Tongebilde durch eine Patrone dargestellt
werden.

Alle Dur-Tonleitern besitzen dann eine Patrone gemeinschaftlich, und
wo immer man dieselbe auf die rationelle Tastatur legen mag, stets wird
man durch die Fenster der Patrone eine richtige Durtonleiter heraussehend
erblicken. In gleicher Weise gehéren zu den Moll-Tonleitern die be-
kanntlich anders im Aufsteigen und anders im Absteigen gebildet werden,
zwei Patronen und zu einem jeden der in der Musik gebriuchlichen,
sei es konsonanten oder dissonanten Akkorde, je eine Patrone,
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Die Anzahl der in der Musik gebrauchten Akkorde ist nun aller-
dings auBerordentlich groB, und man wiirde ziemlich viele Patronen ge-
brauchen, wenn man einen jeden Akkord durch eine solche darstellen
wollte. Sie haben aber nicht alle dieselbe Wichtigkeit, insbesondere
war dies nicht der Fall fir Petzvals Vortrige, in welchen er nicht
eine vollstindige Harmonielehre geben wollte, sondern nur zu zeigen
bestrebt war, daB irgend ein von ihm berechnetes Tonsystem die prak-
tischen Bedirfnisse der Musik befriedige.

Er hat daher aus den Akkorden die allerwichtigsten drei- und
vierstimmigen, die im allgemeinen musikalischen Gebrauche stehen, aus-
erlesen, und fiir jede eine Patrone gebildet, und alle diese Patronen in
einem einzigen Blatte vereinigt und mit der #blichen musikalischen
Nomenklatur und kontrapunktischen Bezeichnung versehen, wie dies
aus der beigedruckten Abbildung zu ersehen ist.l)

Diese Patronensammlung erspart hier viel Worte, weil der wissen-
schaftlich gebildete Leser mit Hilfe derselben und der rationellen Tas-
tatur sogleich erkennt, was in jeder Tonart Moll- und Dur-Dreiklang,
Sextukkord, Quartsextakkord, verminderter Quintakkord usw. bedeute.
Zudem dienen diese Bldtter auch dazu, gewisse Probleme der Harmonie-
lehre mit groBer Leichtigkeit durch die unmittelbare Anschauung zu
losen,,ein Tonstiick aus einer Tonart in eine belicbige andere zu iiber-
tragen, zu jedem gegebenen Gesange oder einer Melodie die vierstimmige
Akkordbegleitung zu finden usf.

Mittels der rationellen Tastatur und der dazu gehrigen Patronen:
sammlung gewinnt man aber nur eine allgemeine Keuntnis der Eigen-
schaften der Tonsysteme der ersten Klasse. Der intelligente Musiker
und besonders derjenige, der von einem neuen Tonsysteme Gebrauch zu
machen wiinscht, kann sich mit einer solchen nicht begniigen, denn es
liegt ihm ja ob, sich sein nach diesem Tonsystem ausgefithrtes Instrument
selber zu stimmen oder mindestens die Anleitung dazn zu geben.

Er muB sich daher mit den besonderen KEigenschaften des Ton-
gystems, dus er zum praktischen Gebrauche gewiihlt und aus gewichtigen
Grtinden allen anderen vorgezogen hat, inmigst befreunden, den musi-
kalischen Abstand je zweier derselben in einer jeden Tonart muB er in
Zahlen anzugeben wissen, und muB auch die zu demselben gehorige
Saitenlinge kennen, und allenfalls auch imstande sein Fragen zu be-
antworten, wie die folgenden: Gibt es in irgend einer Tonart einen
Akkord 6, 7, 9, 11 und in welcher? Dazu ist aber unerldBlich, daB

1) In der Abbildung hat man sich die schraffierten Felder ausgeschnitten zu
denken; die so entstandenen Ldcher nennt Petzval die ,Fenster.” .
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man sich wenigstens diejenigen T6ne des erwihlten Tonsystems, die
man praktisch zu verwenden wiinscht, die im Bilde der rationellen
Tastatur ersichtlichen, 21 an der Zahl, mit ihren Schwingungsverhilt-
nissen tabellarisch so geordnet vorfilhre, da man mit einem einzigen
Blicke den in jeder Tonart zur Verfiigung stehenden Tonreichtum zu
untersuchen imstande ist. Petzval hat zu diesem Ende eine zweck-
miBige Anordnung in 3 Tabellen getroffen, von welchen die erste das
geschlossene 31stufige Tonsystem darstellt, nimlich das Tonsystem der
gleichberechtigten Intervalle. (S. 401.) Die zweite Tabelle enthielt das
ebenfalls geschlossene 43stufige Tonsystem, die dritte aber ein unend-
liches Tonsystem, welches seinen Eigenschaften nach zwischen dem
31stufigen und dem 43 stufigen enthalten ist; diese letzten beiden Tabellen
sind verloren gegangen. Sie haben alle drei vorausgesetzt, dall man
sich zum musikalischen Gebrauche von dem vorhandenen Tonreichtume
von beziehentlich 31, 43 und unendlich vielen Ténen nur 21, wie sie
in der Tastatur vorkommen, ausgewiihlt habe.

Die vorhandene Tabelle enthilt also in einer horizontalen Reihe
unten die Tonstufen des Systems, hier 31, und darunter die Schwingungs-
verhiltnisse in zwel verschiedenen Gestalten: als Dezimalbruch und als
ein demselben moglichst nahe kommender gewShnlicher Bruch; dariiber
gind die Tonarten in der ersten Vertikallinie bezeichnet mit gro8en
deutschen Frakturbuchstaben, an welche sich in horizontaler Reihe alle
diejenigen Tone anschlieBen, die in dieser Tonart verwendet werden
konnen in der ihnen zugowiesenen Ordnung und dem, dem Intervalle
entsprechenden Abstande, welcher numerisch durch die unter einem
jeden derselben vorhandene Zahl ausgedriickt ist.

Diese Tone sind durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnet,
so zwar, daB z. B. ¢* so viel wie cis, g* so viel wie gis, usf, ¢, so viel
wie ces usw. bedendet. Die Hauptkonsonanzen, kleine Terz, groBe
Terz, Quinte, Septime und Oktave sind mit groBen lateinischen Buch-
staben bezeichnet, um leichter kenntlich zu sein. Damit diese Tabelle
auch zur Einteilung des Griffbrettes bei solchen musikalischen Instru-
menten, die derlei besitzen, dienen kann, ist eine eigene Spalte mit
der Uberschrift Saitenlinge ercffnet. Durch die Ziffern I, II... VIII
ist zugleich an der unteren Seite die Dur-, an der oberen die Moll-
Tonleiter bezeichnet, so daB man auch aus dieser Tabelle, wie aus der
rationellen Tastatur und der angefiigten Patronensammlung, alle Ton-
leitern und die konsonannten Akkorde unmittelbar ablesen kann.

Links von der Tabelle stehen die charakteristischen Hauptmerk-
male des Tonsystems, welches durch dieselbe dargestellt ist, d. h. die
Temperaturen der konsonanten Intervalle in gewGhnlicher Bruchform,
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402 Petzvals Theorie der Tonsysteme.

namentlich die Temperatur ¢ der Quinte, die 7 der groBen Terz,
t der kleinen Terz und s der Septime. Die ganz gleiche Anordnung
hatten auch die beiden anderen Tabellen.

Sowie dies aus den beiden verloren gegangen hervorging, so zeigt
auch die vorhandene, daB mnicht alle Tonarten simtliche konsonanten
Intervalle besitzen, namentlich fehlt zu den Grundtdnen Fes, Ces, Ges
die kleine Terz; man wird daher aus Fes-, Ces- und (es-Moll nicht
spielen konnen, und es sind mithin diese Tonarten reine Dur-Tonarten.
Ebenso fehlt zu den Grundtonen Dis, Ais, Fis und His die grofe
Terz; es sind also die Tonarten Dis, Ad¢s, FEis und His spezifische
Molltonarten. Die ilbrigen Grundtne von Des angefangen bis Gis,
14 an der Zahl, haben sowohl grofie als kleine Terzen. Man hat da-
her den geniigenden Vorrat von 14 Tonarten, die nach Belieben Dur
oder Moll sein ktnnen. Desgleichen ist ersichtlich, daf man nur bei
11 der 21 Tonarten, die sich in jener Tabelle befinden, reine Septimen
hat; die iibrigen miissen sich mit einem dissonanten Stellvertreter
begmniigen.

AubBer der hier vorgefiihrten rationellen Tastatur fiir die Tonsysteme
der ersten Klasse hat Petzval vermutlich auch eine solche fiir die
Tonsysteme der zweiten Klasse hergestellt, die indessen verloren gegangen
zu sein scheint. Die Vermutung griindet sich darauf, daB sich zwel
Patronen fiir diese Tastatur gefunden haben: Tonleitern und Akkorde
zweiter Klasse mit lateinischem Grundtone, und Tonleitern und Akkorde
zweiter Klasse mit gotischem Grundtone. Diese Tastaturen samt den
Patronen hat Petzval hauptsiichlich zu seinen Studien iiber die Bildung
der Akkorde und die mathematischen Grundsitze, welche zur Bildung
einer neuen Harmonielehre nitig sind, beniitzt.

Die Tastatur fiir die Tonsysteme erster Klasse hat Petzval iiber-
dies im Jahre 1870 an einem Klavier praktisch durchgefiihrt. In
seiner ausgedehnten Sommerwohnung auf dem Kahlenberge bei Wien
hatte er nimlich auch eine vollstindig eingerichtete mechanische
Werkstitte, in welcher er mit groBer Geschicklichkeit allerhand Instru-
mente und Behelfe fiir seine verschiedenen Studien und physikalischen
Versuche herstellte — die von ihm geschliffenen Linsen fiir optische
Instrumente hatten einen Weltruf. So hatte er also auch einen fertigen,
leeren Klavierkasten fiir das 31stufige Tonsystem (mit 21 ausgewihiten
Tonen fiir die Oktave) eingerichtet, mit Saiten bespannt, und die von
ihm ersonnene Tastatur selbst hergestellt und eingebaut. Er pflegte
seine Hdérer gelegentlich in seine Wohnung einzuladen und trug ihnen
als Beispiel zu seinen Vortriigen verschiedene Musikstiicke vor, an
denen er praktisch erwies, wie einfuch das Spiel einerseits sei, und
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wie man andererseits an Instrumenten mit festen Tonen durch Er-
weiterung der Tonreihe die Unreinheiten vermeiden und einen hiheren
Wohlklang zu erzielen vermag.

Aber er pflegte zu sagen, daB weder eine verbesserte Tastatur
noch auch eines der von ihm berechneten tonreicheren Tonsysteme
Eingang finden werde. ,Denn das tonarme, 12stufige widersteht doch
allen Angriffen hinlinglich durch die bloBe Triigheit der Massen, und
derjenige, welcher sich die unfruchtbare Aufgabe stellen wiirde, das-
selbe zu verdringen, und wenn auch durch ein besseres zu ersetzen,
wiirde einen hoffnungslosen Kampf unternehmen miissen nicht nur mit
den vielen Millionen in ihrer Ruhe gestérten Musikern, die den Erd-
ball bevilkern, sondern auch mit den mnoch zahlreicheren Millionen
musikalischer Instrumente, in denen das chromatische System verkérpert
ist, und die in Form von Kisten, Schachteln, Réhren usw. mit hilzerner
und blecherner Halsstarrigkeit sich einem jeden Versuche, ein hesseres
Tonsystem einzufithren, widersetzen wiirden. Wiren daher die bitteren
Vorwiirfe auch alle begriindet, die dem chromatischen System von
Seite seiner heftigsten Gegner gemacht werden, wire es wirklich wahr,
daB es den Singer zwinge, der Klavierbegleitung zuliebe falsch zu
singen, den Violinspieler falsch zu geigen, daB es das Gehér ganzer
Volker verderbe und als alleinige Ursache zu betrachen sei, daB die
moderne Musik alles Sangbare allmihlig ganz verliert und in einen
barbarischen Lirm der Instrumentalmassen mehr und mehr ausartet,
so miiite man sich diesem betriibenden, aber unab#nderlichen Sach-
verhalte eben fiigen, und diesen musikalischen Katzenjammer in stoischem
Gleichmute als einen integrierenden Bestandteil des Fluches der Erbsiinde
ansehen, von dem sich das Menschengeschlecht nimmer befreien kann

Diese pessimistische Vorraussage Petzvals diirfte sich indessen
nicht verwirklichen, vielmehr deuten insbesondere die spiteren Be-
strebungen anderer auf das Gegenteil hin. So hat 14 Jahre spiter
(1884) Janké den gleichen Gedanken hinsichtlich des einheitlichen
Fingersatzes mit seiner Klaviatur ausgefihrt, mit der Abweichung, daB
die Tasten nicht in drei sondern in sechs Reihen, und zwar stufen-
formig iiber einander angeordnet sind. Da aber diese Klaviatur fiir ein
12-stufiges System eingerichtet ist, so stellt sie sich eigentlich nur als
eine auf eine bequeme Hand- und Fingerhaltung abzielende Verbesserung
des gebriiuchlichen Klavieres dar.

Zu den Tasteninstrumenten dagegen, die auch fiir eine reine Stim-
mung eingerichtet sind, gehoren:

Das Harmonium von Appun, (das sogenannte mathematische
Harmonium) mit 36 Stufen (1868), das Bosanquetsche Harmonium
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mit 53 Stufen (1875), das Enharmonium des Japaners Tanaka mit 20
Stufen (1890), das Harmonium von Steiner (1891) und zuletzt das
Harmonium von Eitz mit 52 Stufen in jeder Oktave. Das letatere
Instrument, welches sich im Institute fiir theoretische Physik der Uni-
versitit Berlin befindet, ist wegen seiner zwar sinnreichen aber sehr
verwickelten Klaviatur vom spieltechnischen Standpunkte aus schwer zu
behandeln, dagegen fir wissenschaftliche Zwecke ganz vorziiglich ge-
eignet.

Diese Bestrebungen weisen wohl deutlich darauf hin, daB man die
Sache keineswegs auf sich beruhen liBt; auch diirfen wir daraus mit
einiger Sicherheit den SchluB ziehen, daB man nicht eher ruhen werde,
bis nicht etwas Vollkommeneres aber geniigend Einfaches gefunden sein
wird. Und wenn auch nach der praktisch-musikalischen Seite (z. B.
in betreff der Notenschrift) noch manche Erginzung nétig sein wird,
so werden doch Petzvals Untersuchungen ihren Wert behalten, und
wird er doch immer als Fiihrer dienen kdnnen.
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A. Reihe der reinen Quinten.
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A. Reihe der reinen Quinten.
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B. Reihe der reinen Quarten.
Q. | 1=1000000 ¢ Q;”:;:=1'094.919?‘Fe53 Qs | b= 11198849 | Best
Qi | 27— 1333333 F | Q_yyos— 1459892 | Bes® | Q_,; | oey— 1598465 Est
QL |25 =1T1TTTT| B | Q_yy se— 1946528 | Ext | Q_y; | oy — 1065643 | A5°
Q|2 =1185185| Es | Q_y 2 —1297682| A%t | Q_, Y — 1420858 | Des'
Qy | 2i— 1580246 | As | Qg oo — 1730243 | Dest | Q_yg | b — 1894477 Ges'
Qg |5 — 1053497 { Des. || Q_y oy = 1153495 | Gest | Qg | g — 1-262984] Ces’
Qg |25 = 1404663 | Ges | Q_yq or — 1537994 | Ces* | Q_go| ey — 1683979 | Fas'
Qi 57— 1812885 | Cos | Q_yy ipp— 1025329 | Fest | Q_y, | 2o — 1122653 | Bes'
Qg |25~ 1248590 | Fes | Q_yoope— 1867105 | Bes* | Q gy | ors— 1496871 | Es?
Qg |3 —1664786 | Bes | Q y, gy — 1822807 | Es* | Q_y, | ors— 1:995828 4"
Qso| 3ro= 1109857 | Bt | Q g, 3y — 1:215205 | As* | Q_g, | 2pum 1830552 | Des?
Qs | 5= 1479810 As* | Q_ys 30— 1620273 | Des® | Q_yq | 2op — 1774069 | Ges®
QLis | re = 1973080 | Des? | Q_y, 20; — 1080182 | Ges® | Qg | = 11182712 | Ces®
QLus | is = 1315387 | Gest | Q_ys 20, — 11440243 | Ces® | Q_y, | 23 — 1576950 | Fes?
Quus| oe— 1753849 | Ces® | Q_ys 2y 1920324 | Fes® | Q | 22— 1051300 | Bes?
Qs | 20— 1160233 | Fest | Q_y; 207 — 1280216 | Bes® | Q_yo | 2n = 1401733 B?
Qs | 3 = 1958977 | Bes® | Q_yq oeg— 1-706954 | Es® | Q_y, | 20— 1868978 | 4s*
Q_yr | oii — 1030318 | Es® | Q_yo 20y — 1137969 | As® | Q_,, | 2o —1:245985 | Des?
Qs | o — 1385757 | A" | Q_yp o — 1517203 | Dest | Q_y, | 2o — 1661314 Ges?
Qs | o5 — 1847676 | Des® | Q_,, 2 — 1011528 | Ges | Q_yy | 205 — 1107542 | Ces?
Qs 3—,5_1231784 Ges® | Q_yp s — 1348705 | Ces® || Q_, | 2i — 11476723 | Fes®
Ces® Fes® || Qg5

© 2010 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr




Von L. Erményr.

B. Reihe der reinen Quarten

409

Qg6 558
Qs
Qs
Qe
Qono
|

0.,
Q s
Q2
Qv
iQ'.-m
Qs
Q_r
Qs
‘9_79
Q. so
Qs
Qe
Qs
Qs
Qlss
Qs
Qe

g0

2184
yer— 1-819005
2185
35— 1212670
213’]
S5 — 1616893
2158

7= 1077929

s — 1312643 | Es®
= 1750191 | 4s®
= 1166794 Des®
= 1655725 Ges'®
== 1037150 Ces'®.
= 1382867 Fes'®
rs — 1:843822 | Bes'0
o — 11929215 Est
i — 1638953 ds™
5= 1092633 Des™
e — 1456847 Ges'
= 1942463 Ces
e 1294975, Fus"
23‘:;= 1726634 Bes'*
o — 1151089 Es'®
o0 = 1534785 45"
S — 1023190 Des'®
o 1:364254| Ges"

Ceslﬂ

Fes??

Bes'?

f Est3

JQ,SS
i Qe
o
Qo
Q o
Q_es
Q_os
Qs
Q95
Q_or
Qg
0
Qi
| Qim
Qro
Q_ra
Q104
Qo
Q106
Qim
Qi

97109 |

2 = 1437238
2;8,, - 1916318
Y = 1217545
= 1703394
t = 1135596

9148
g9 = 1514128
2149 -
353 = 1009418
2151

o — 1345891
o8 — 1794522
2154

0 = 1196348

168"

1595131
2157
oo = 1:063420
2189 .
10— 1417894
9161

gini— 1890525

9163
Sioy= 1260350
9164

Jits— 1680467
216

o= 1120311
2167

sroo— 1493748
310é—1'991664
N = 1327716
31‘,@_1 770368
o —1-180245

Asls
Desl3
Gesl3
06815
Feslﬁ
Bes's
Fist
Astt
Desl4
Ges*
Cestt
Frestt
Best
Esl5
As'
Des?®
Gesls
Ces®®
ng15
Des'®
st
A

‘I
{ Q—IIO

Q—] 11
Q—112
Q—_113
Q—llli
Q—ll’)
Q—-llﬁ
Q-—Il'l
Q—IJS
Q——ll?
Qr120
QV 121
Q;122
Q—123

2

2 = 1573661 | ' Dess
i—m_ 1 049107 | Ges'

33Tg= 1'398809 : (JCS‘G

B — 1-865079 | Fes'®
i 1-243386 | Bests
e 1-657848 ) Fst
 a— 1105232 A"
= 1-473643 Des
1964857, Ges'"
2 o 1300905 Clest®
B 1746540  Fost
1164360  Tes
v 1552480 | Est®
s 1084986 As™

9187

Q104 | grie= 1879982 Des"®
Q_135 %2%1'839976 Ges'
Q156 ?;22’:1226651 Ces™®
Q_or | rwr— 1-635534 | Fest®
Q_isn o= 1090356 | Bes™®
Q.10 | orio—1 453808 | Es
Qg0 3= 1038411 | A5
Qs | gre1— 1202274 | Des®

© 2010 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr




410

B. Reihe der reinen Quarten.

" "Petavals Theorie der Tonsysteme.

Von L. Ermexvr.

S~ 1723032

2!11
§1§§===1'14f36§38
B —1331584
2 = 1021056
2 e 1361408
2218
sivr— 1815211
2219
g~ 1210140
911
35— 1613521
2123
grm— 1075680
PLER
o= 1434240
923
d— 1912321
ey
Fin— 1274880
2229
Fin= 1699841
2230

| g — 1133227
2!3]
sT— 1510969
PRI
gin— 1007313
9285
ra— 1343084
2!37
gue0— 1790779
ﬁ;o_ 1193852
22
2 — 1591803
2 = 1061202
a1 414936,

Ges"®
Ces®®
Fest®
Bes'?
Es®

As®

Des®
Ges™
Ces®
Fes®™
Bes™
Es*

As®

Des®
Ges™
Ces®
Fes™
Bes™
Es®

As?

Des™

Gesﬂﬂ

Q154
Q_sss
Q_s6
Q_1sr
Q_1ss
Qs
Q_1e0
Q_tet
Q 61
Q 168
Q_iea
Q_165
Q166
Q_1er
Q168
Q_s6s
Q_imo
Qi
Q 1
Q_1rs
Qsm
Qs

= 1886582

9248
== 1257721

}= 1-676961

9 24

3151== 1 117974
2251

3= 1490632
92268
atev— 1987510
9254 ‘
3lsu~—- 1 320006
2!6
siFi— 1766675
22567 i‘
= U1TT783)
pALL ‘
3ms-1070378
9260
= 1046919
PELH
i~ 1-395892
9164

gies=1-861189
9285
3ier=12401792
Q387
ge=1654390
91288
gm— 1102927
Q278
3= 1470569
2%7:
3= 1960759

27y

2

zia= 1307172
2275

z— 17142897
22

31“—— 1-161931

37”5= 1549241

Ces®
Fesh
Bes®
ok
As™
Des®
Ges®™
Ces®
Fles®
Bes®
Fs™
As™

Des?

Los®
As®
Des®
Ges™

06895

Qi
Qim
Qi
Qi
Qs
Qi
Qi
Q-1
Qi
Qi
Qs
Qi
Qim
Qi
Qo
Qi
Q.1
Qs
Qs
Qi
Qi
Qs

P — 1032827

Y= 1377103
= 1836138
Y — 1:224092
1632123

Y m— 1088082

21430776

;ws_ 1-934368

o= 1:989578
9204

= 1719438
2305

= 1146292
= 17528389
o= 1018926

2300
gve—= 1358568
9302
gise— 1811424

2303

gr01= 1207616

230

s— 1610155

9808

gimn— 1073436

9308

Sro— 1431249

9 319

O 1908332
931

ow— 1272221

2315 -
37157 = 1696290

Fes®
DBes
Es*

As™

Des* i
Ges® |
Ces™
Fes™
Best
ESTI

4s%

Des™
Ges™
Ces?
Fes™
Bes™
Es™

As®

Des™
Ges™
Ces™

Fes®

© 2010 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



ZEITSCHRIFT
FUR MATHEMATIK UND PHYSIK.

BEGRUNDET 1856 DURCH 1 O. ScHLOMILCH.

FRUHER HERAUSGEGEBEN VON 0. ScHLOMILCH (1866-1896) UND M. CANTOR (1859—1900).

ORGAN FUR ANGEWANDTE MATHEMATIK.

" GEGENWARTIG

UNTER MITWIRKUNG VON C. voN Bacs, R. HELMERT, F. KLEIN, C. vON LINDE,
II. A. LoreENTz, H. MULLER - BREsLav, H. SEELIGER, H. WEBER

HERAUSGEGEBEN VON
R. MEHMKE Uunxp C. RUNGE

IX BTUTTGART IN GOTTINGEN.

51. BAND.

MIT 109 FIGUREN IM TEXT UND 8 TAFELN.

M
-]

LEIPZIG,
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER.
1904.

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES UBERSETZUNGSRECHTE, VORBEHALTEN.

© 2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Inhalt.

Seite
Baroni, Mario. Untersuchung der Festigkeit von Eisenbetonbauten. . . . 113
Disteli, Martin. Uber instantane Schmubengeschwindigkeiten und die Ver-
zahnung der Hyperboloidrider . . . 1 §
Erményi, L. Petzvale Theorie der Tonsysteme C e ... 281, 341
Fischer, Viktor. Eine Analogie zur Thermodyramik . . . . . . . . . . 426
Haentzschel, E. Neuer Beweis einer Grunertschen Formel der Karten-
entwurfslehre S C e e e e e .. . . . 185
Hahn, E., Herglotz, G. und Schwarzschild K. ‘Uber das Stromen des
Wassers in Rohren und Kanéilen . . . . . . . . . . . .. ... ... 411
Henneberg, I.. Zur Torsionsfestigkeit . . . . . ) . 226
Uber einige Folgerungen, die sich aus dem Qatye von Gleen fur
die Torsion von Stdben ergeben . . . . . . . . . . . . . . .. .. 242
Herglotz, s. Hahn.
Kneser, Adolf. Ein Beitrag zur Theorie der schnell laufenden elastischen
Welle . . . . e . . . .. 254
Ludwig, F. Die blometnsche Axmlyse einer Pﬂunzenspemes B YK
Mohr, Otto. Beitrag zur Kinematik ebener Getriebe. . . . 29
Runge, C. Uber die Forminderung eines zylindrischen Wa,sserbehaltem
durch den Wasserdruek . . . . 254

- —— Bemerkungen iiber Hennebergs Aufsatz ,,Zur Torsxonsfestxgkelt“ . 431
Seheﬂ‘ers, Georg, Uber ein Problem, das mit der Theorie der Turbinen

zusammenhingt . 88
Schilling, Friedri(/h. Uber neue kmemamsche Modelle zZur Verzwhnungs

theorie nebst einer geometrischen Einfithrung in dieses Gebiet . . . . . 1
Schnockel, J. Verwandlung der Polygone in Dreiecke von gleichem Moment

beliebigen Grades . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... A%

Schwarzschild, s. Hahn.

StAckel, Panl. Uber das Modell einer Fliche dritter Ordnung, die das
Verhalten einer krummen Fliche in der Nihe eines parabolischen Punktes
darstellt . . . . . e e . . ... 98

Trozewitseh, 8. Zur Fmge uber dns apl&natlsche System e . .. .. 100

Kleinere Mitteilungen.

Graphisch-numerische Methode zur beliebig genaven Bestimmung der Wurzeln

einer numerischen Gleichung. Von P. Werkmeister. . . . 104
Nachtrag zu der Mitteilung: Statische Eigensehaft eines Systems von Punkten,

fir die eine beliebige Funktion ibrer Lage ein Minimum ist. Von R. Mehmke 168

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



v Inhalt.

Preisaufgaben aus der angewandten Mathematik. “Beite
Académie des Sciences de Paris. . . . . . .. . . . .. .. ... .. . 435

Bticherschau.
K. Zindler. Liniengeometrie mit Anwendungen. 1. Band, Von E. Miiller 106
R. Redlich. Vom Drachen zu Babel. Von C, W. Wirtz . . . .. . . . 108
C. H. Miiller und O. Presler. Leitfaden der Projektionslehre. Von Karl
Doehlemann . . . e o e . 189
Astronomischer Ka]ender fur 1904 Von L. W Wirtz R A 44
W. Jordan. Handbuch der Vermessungskunde. Von L. Kruger R 4

E. Czuber. Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler-
ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. Von Georg Bohlmann. 333

W. Voigt. Thermodynamik. Von F. Poeckels . . . . 334
H. Lorenz. Lehrbuch der technischen Physik. Erster Band Techmscha
Mechenik starrer Systeme. Von G¢ Hamel . . . . . . . . . . . . . . 435
Neue Biicher . . . S e oo 109, 175, 336, 441
Eingelaufene Sch.nften S e oo oo. 112,177, 389, 443

Abhandlungsregister 1903. Von E. Wolffing . . . . . . . . . ., . . . . 179

©2010 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



	d: © 2010 Tous droits réservés.
	lien: http://doc.univ-lille1.fr


