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Bodeubeschaffenheit, Belenchtung die für die Variation maBgebenden 
Faktoren. Sie bestimmeii die Formeneinheiten, aus deren Variation 
in1 einzelnen siçh die Gesani tvariation zusammmsetzt. Die Variations- 
mittelpunkte bilden die Zahlcn 3 und B. Die GesetzmaBigkeit, dio 
iut Hervortreten dieser Zahlen zum Ausdruck kommt, kann nur in 
iniieren Ursachen begründet sein. Reobachtung und Experiment 
xeigten, daB die einzelnen Gruppen einen einheitlichen Ursprung h ~ t t e n  
Ob letztere das erste Resultat eines Vorganges innerhalb der Art 
darstellen, dessen Ende die Auflosung der Art in einzelne selhstandige 
Arten bedeutet? 

Petzvals Theorie der Tonsysteme. 

Hsrausgegeben von Dr. phil. L. ERMEKYI, Ingenieur in Wien. 

Einleitung. 

Ili deru Vorworte zu der in Rd. 50 diewr Zeitschrift veroffentlichten 
Abhandlirng ,,Theor-ie (20- Storuzqen c h -  Stiitzlï~ien von j- Josef Petzvnl", 
in welchern eine gedrangte Chrakteristik rlieses Mdhemat,ikers enthalten 
ist, wird erwahnt, daB derselbe iinter den verschiedenen Zweigen der 
angewandteii Mathematik auch die Akiistik bearbeitet uiid auch darin 
Hervorragendes geleistet halle. Hatte er schoii im Jahre 1839 eine 
'I'heorie der Schwiugiingcn gespaniiter Saiten aiifgestellt, so beschiftigte 
er  sicli gegeii E d e  der 1860er Jahre, wie dies aus den vom IIeraus- 
geber kürzlich gefundenen Handschriften hervorgeht, insbesondere mit 
fnlgeiiden Gegenstkden: ï'liewir! der 4ii~z,s?jstcme, Bildung der Akkorde, 
rutioncllo T L Z S ~ L ~ ~ L C Y ,  w a t l ~ e ~ n a t i s ~ l ~ ~  Gmdsiztu"e 3 ~ 4 ~  L'iEdung ei~m neuen 
Ihrnson iclelrw. 

Leirler sind rliirch tlic in P e t z v e l s  Riographie') geschilderten be- 
klagenswerten Umstinde auch seine akustischen Arbeiten fast ganzlich 
verloren gegaugen, und haben sich von manchen nur noch einzelne 
Rriichstiicke gefiinden. A m  verhaltnismaBig vollst%ndigsten sind die 
handschriftlichen A n f ~ e i c h n u n ~ e n  über seine Theorie der Tonsysteme, 
wahrscheinlich deshalb, weil sie aus der letzten Zeit seiner lehramtlichen 
Tiitigkeit stammen. Diese Theorio hatte er in den Jahren 187'-1877 
an der Wiener Universitat m m  Gegenstaide seiner Vortrage gewahlt, 
die sehr zahlreich besucht wurden, nicht nur weil der Gegenstnnd neu 
-- - -- -- 

1)  Dr. J o s e f  P e t z v a l s  Leben und Verdien~te  von Dr. ErmBn y i. 2. wesent- 
lich vermehite Ausgabe. Halle a. S. 1903, W. Knapp. 
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war, sondein ttiieh, weil Yotzval ,  gewohnt selhst den trockennten Gcgen- 
stand durch seine Vurtragsweise fesselnd üu gestalten, der mathematischeu 
Entwickelung dieser Sheorie durch geistreiche Ausfalle gegen d'Alem- 
b e r t ,  R a m e a u ,  H e l m h o l t z  n. a., sowie durch humoristische Ein- 
streuungen eine besondore Anziehungslrraft mi verleihen verstand. 

DaB inan damals die Ergebnisse seiner akustischen Untersuchu~i~en 
für bedeutende hielt, geht auch aus dein Umstande hervor, daB iiil 
Jahre 1871 sein früherer Assistent, der Bealschul-Professor ~ e v ~ i k ,  an 
der Wiener technischen Hochschule die venia legendi für die muthc- 
matische Theorie der Tonsysteme und Schwingungen gespannter Saiten 
erlangen und darin durch eine Reihe von Jahren eine entsprechende 
Lehrtiitigkeit entfalten konnte. Die Erkliiriing dafiir kann nur in deni 
Umstande erblickt werden, daB in  dem Habilitations-Gesuche ausdrücklich 
und auch von dcr zur Benrteilung desselben eingesetzten Kommission, 
welcher P e t  zv a l s  Leistungen auf diesem Gebiete bekannt sein muBten, 
besonders hervorgelioben wordeu ist, daB 9 ev Ci k die Vorlesungen 
,,gcnau nach P e t  zv al" zn halten gedenke. 

Als P e t ' z v a l  nach Vollendung seiner Tonsysteme sich auch an die 
anderen vorgennnnten Arheiten machte, schwebte ihm wohl die Über- 
zeugung Tor, daB hiezu ein Musiker von Fach der vie1 geeignetere 
Mann ware, als ein schlichter Nathematiker, der zn dergleichen Dar- 
stellungen gar keinen Beruf in sich fühlt. E r  war auch beinüht, einen 
solchen zu gowinnen. Aber da erg& sich die gewiB sehr inerkwürdige 
Erscheinung, da0 alle von ihm eingeladenen Musiker, die mathematiscli 
gebildeten nicht ausgenomnien, sich dem Einflusse des herrschenden 
chromatischen Tonsystems nicht 211 entzieheu verniocht,en und sich mit 
einem anderen als dern 12-stufigen Systein zii hefreunden ganalich aufier 
stande waren. So blieb ihm nichts übrig, als eine solche Darstellung 
seiner Studien in ciner den matheniatischen Wissenschaften moglichst 
hnmogenen Fassung, wenn aiiüh ohne Rcriif, Neigung und Geschick, 
selbst zu versuchen, und in einer von den musikalischen Iukonsequenzen 
tunlichst befreiten Darstellung wenigstens die Elemente einer mathe- 
niatischen Harmonielehre aufiustellen, mie sie zum gründlichen Ver- 
stiindnisse der Tonsystenie üherhaupt riotwendig sind. Dieser Unistand 
ist die Ursache, daB sich P e t z v a l  mit seinen musikalischen Ansichten 
und den. geltenden Anschaunngen der Musiker in mancher Beziehuiig 
~iiclit in voller fibereinstimmmg befindet. Indessen ilim war es auch 
gar nicht darum eu tun,  in diesen Kreisen irgendwie aufklarend oder 
belehrend zu wirken, vielmehr stellte er sich lediglich die Bufgabe, ein 
Problem der Akustik auf matheinatischem Wege eininal gründlich und 
erschtipfend zu losen. Den AnlaB hiezu haben ihm zuniichst die damals 
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iieuen und epochemachenden Arbeiten von H e l m h  01 tz  gegeben, der in 
~einer Lehre von den Tonempfindungen LI. a. anch ein neues 30-stufiges 
Tonspstem aufgestellt und dieses an  einem Harmonium ,,in natürlicher 
reiner Stimmung" praktisah durchgeführt hat. 

Die Prage der Tonsysteme wollte also P e t z v a l  allgemein behandeln 
und kritisch untersuchen. E r  sagte, daB das beste Tonsystem xu allen 
Zeiten der Gegenstand der Bemühnngen der Tonliebhaber war, und da8 
denn auch eine ziemliche Anzahl in Vorschlag gebracht worden sei. 
Da sie aber alle erhalten worden seien auf dem Wege des Versuches 
und des arithmetischen Herumtastens, auf welchein man zwar sehr gute 
Tonsysteme, ja sogar das beste efinden, aber nie beweisen kann, daB 
man das beste habe, so konne dieser offenbar sehr interevsante Gegen- 
stand noch nicht als erledigt betrachtet werden. E s  bleibe der mathe- 
matischen Analysis vorbehalten, die allgerneine Formel, oder die E'ornieln, 
wenn es mehrere voneiriander verschiedene gibt, anzugeheri, in welcliei. 
oder i n  welchen alle erdenklichen Tonsysteme, somohl die, welche man 
bereits kennt, sowie auch jene, welche man noch nicht kennt, enthalten 
sind, wodurch d a m  die Auffindnng (les brsten unter ihnen sich als ein 
einfaches Maximuin-Problem gestaltet. 

Die Methoden, die er dabei anwandte, Sind durchaus originell, und 
~ ind  die gefiindenen Ergebnisse ohne Zweifel ein hemerkenswerter Bei- 
trag für die Tonlehre. Eine nachtriigliche Ver6ffentlichung seiner Theorie 
ist jedenfalls begründet. Die gefundenen handschriftlichen Aufzeich- 
nungeii sind im Anfange so gehalten, als ob P e t z v a l  die Abhandlung 
zur Veroffentlichung bestimrrit hatte, a a s  er auch an der einen und 
anderen Stelle ausdrücklich sagt. Aber in1 weiteren Verlaufe scheint 
er diese Absicht wieder fallen gelassen zu haben, zumal die Aufzeich- 
nungen jmmer liickcnhafter, unzusammenhiingender werderi, und schliefilich 
ganz augenscheinlich nur zu dem Zweck gemncht worde~i sind, für den 
mündlichen Vortrag als Behelf xi1 dienen. Druckreif sind also diese 
Aufzeichnungen nicht. Es blieb dahcr nichts übrig, als dieselben urn- 
zuarbeiten, beziehungsweise das Skelett aus dem vielen, sonst sehr 
interessanten Beiwerke herauszuschiilen, es teilweise xu erganzen, und 
so die eigentliche Theorie in ihrcr rein inathematischen Porrn herziistellcn. 

Die samtlichen gefundenen Handschriften, die sich auf die erwiihnten 
Gegenstinde beziehen, hat der Herausgeber dem Musik-Archiv der Stadt 
Wien übergeben, weil er der Jleinung ist, daB die Gedenken, die P e t z v a l  
in seinen Aufzeichnungen niedergelegt hat, nicht spurlos verschwinden 
sollten, zumal es nicht ausgeschlossen ist, daB siçh einmal ein in der 
Xathematik wie in der Musik gleich bewanderter Fachmann findet, 
der dieselben verwertet und im Geiste P e tz  vals  weiterführt, 
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1. Begriff eines Tonsystems. 

Bekanntlich hat ein jeder elestischer Korper nielirere eiiifache 
Schwingungsreihen, die er entweder einzeln oder auch mehrere zusammen 
anzunehmen vermag, und zu denen ebensoviele Toile gehoren. Ulre 
Schwingiingszalilen in der Selilinde sind die Wiirzeln ciner transzen- 
rleriten Gleichung und konnen in eine steigende Reilie, nach einem ge- 
wissen Gesetze fortschreitender Glieder geordnet werden. Die erste und 
kleinste dieser Schwingungszahlen entspricht dem sogenannten Grund- 
ton?, die anderen eiitsprechen den verochiedenen Obertolzen dieses 
elastischen Korpers. Z. B. eine wagerecht gespannte, homogene und 
überall gleich dicke Saite kann eine Reihe von Tonen geben, deron 
Schwingiingszalilen in der Sekunde 

sind, unter die Anzahl der Schwingungen des ticfsten oder Grund- 
tories verstanden. Hervorgerufen werden diese T6ne und zwitr der 
Grundton diirch einfaclies Ansclilagen der Saite, die Obertone hiii- 
gegen, wenn man die Saite in der Halfte, iin Drittel, Viertel . . . ilirer 
1 k i p  leicht mit dern Finger Leriihrt und dann anschlagt. Sie heiBen 
auch Aliqiiot- oder Fiageolett-T6ne. Der erste Oberton, dem die 
Schwingiiilgszahl 2: angehort, hat die Eigenschaft, das rnenschliche Olir 
hoinahc auf dieselhr. Wr,iso anziiregen, wic dei. Grundton selbst, daller 
man in einem jeden Tongehilde einen derselben für den anderen setzen 
kann, oline den Charakter dieses Tongebildes wesentlich au andeni. 
Ucshalh wcirdcn aiicli in der Musilt beide mit ein und deinselben Sa incu  
bezeichnet. ReiBt z. B. der eirie C, so heiBt der a d e r e  ebenso. 

Daher folgende allgenieine Regel: Man 7innn dic Schwinijzmij~11111I 
, eines beliebigcn Tones e i n  orler u t d  me1iro.e JfuZ mit 2 ~nzdtiplisiere~~ 
oder divirlieren, oltne deu hhuww~ ( l e s  Tolzcs zzc ünrlern. Gehort alsu die 
Schmingungszahl zum Tone X, so gehort auch die' Schwingui~gszahl 
2"E zu einem Tone namens 5, unter 12. eine beliebige positive oder 
negative ganze Zahl verstanden. 

Das zweite dieser beiden X heiBt nach dem musikalischen Sprach- 
gebrauche die ntR 0ktaz.e des ersten, das Warum ist hier nicht wesent- 
lich. Ilieraus fol$ unmittelbar, daB die iinter (1) aiifgezcichneten 
Tone einer Saite nicht alle verschiedene Nanien tragen, sondern in 
Bruppen mit einem und deniselben Namen zerfallen. Insbesondere ge- 
horen die Schwingungszahlen: f ,  2;) 4S, 8c, 165, . . . alle zu Toneii 
einerlei Namens, z. B. namens C,  und diesc Tone heiBen: Grundton, 
1'") 2t0, 3te und hohere Oktave von C. 
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Ebenso tragen alle Tiine mit den Schwingungszahlen 3Ç, 6Ç, 12Ç, 
24f, . .  . einerlei Renennnng G; eu ihnen gehort auch der Ton mit 
3 

f Schwingungen in der Sekunde, wiewohl er in der Reihe (1) nicht 
2 

3 
vorkommt, mithin kein Oberton der Saite ist, und da Ç zwischen 

und 26 erithalten ist, so fiillt dieser Ton in den Bereich der lten Ok- 
tave und heiBt Quinte des Grundtones C. Hieraus folgt, daB allgetneitz 
die Srhwinytz~.lzgsza~d clo. ( S u i d e  azcs jener des Grundtones erhnlten zvird 

3 
ilurch Multiplikatio~z mit . 

So hat also die Quinte von Ci oder die zweite Quinte von C die 
3' 9 

Schwingungszahl ? f  = f. Dieser Ton wird samt den Tonen mit 

1 9 9 r - 
9 

s, 16 c, iS  t;, . . ., & 9 $ 18S; . . . Schwingungen in der Musik niit D 

bexeichnet und der erste von ihnen die Selî~mle des Grundtones C ge- 
nannt. Lu diesem C geh6rt ferner ein Ton, von wclchem das C die 

2 
Quinte ist, seine Schwingungszahl ist c. Dieser Ton hei6t I;; seine 

4 
Oktave hrtt 3~ Ç Schwingungen und wird die Quarte des Grundtones 

genannt. Obschon kein Oberton der Saite, steht er mit dem Grundton 
doch in naher Verwandtschaft, weil C ein Oberton von E' ist. 

In der Reihe (1) befinden sich noch die Schwinpngsxahlen 

Die ihnen entsprechenden T6ne heiBen alle E. Zu ihnen gehtirt auch 
5 

der in die erste Oktave fallende mit 4 . E  Schwingungeri, welcher die 

grope Terz des Grundtones genannt mird. Man erhalt mithin die 
Schwingungszahl der groBen Terz aus jener des Grundtones durch 

5 
Multiplikation mit . 

Endlich werden in der Reihe (1) auch Schwingungszahlen 'if, 145; 
ZR[, . . . wehrgenommen. Die diesen Zahlen entsprechenden T h e  nennt 

7 
Petzval Ais. Zu ihnen geh6rt auch der Ton mit a f  Schwingungen 

in der Sekunde, der ebcnfalls in den Hereich der ersten Oktttve fiillt, 
und den er die reine Septime des Grutidtones nennt.') 

1) nier weicht P e t z v a l  von der allgemein gebriuch?icheri Be~eichnuiiguweise 
wesentlich al]. Nach dieser versteht man unter ais den Ton mit der reinen 

5 25 125 
Schwingungszahl - . - = -- und nenrit ihn die ÜbermiBige Sexte; die Tiine 

3 24 72 



286 Petzvals TLeorie der Tonsysteme. 

Un1 die Aufzühlung der den1 Grundtone veraandten Tone voll- 
standiger zu machen, ist noch zu bernerken, daB die Quinte G auch 

6 3 15 eine groBe Terz besitzt mit der Schwingungszahl = 5;  sie 

heiBt II; 

Auch die Quarte F besitzt eine groBe Terz mit der Schwingungszalil 
6 4 5 

. g = [. Sie führt den Namen A. 

Stellt man nun die aufgeziihlten, clem Grundtone C verwandten 
Toile, die sümtlich in der ersten Oktave euthalteq sinrl, in eiue Gruppe 
eusaiiimen, geordnet nach ihren Schrvingungsznl-ilen, von der kleinsten 
angefangen, so erhiilt inan die Tonreihe: 

7 
Hier fehlt die Septime mit der Zahl von 5 Schwingungen. Sie wiirde 

den Plats zwischen A und H einnehmen und naüh dem in der Musik 
angenommenen Bezeichnungsgebrauche Ais, d. h. erhohtes A, hoiBen 
ist aber nicht eingeschaltet worden, weil sie auch in  den herrschenden 
Tonsystemen der modernen Musik eigentlich nicht vorkommt. 

Diese hier angeführten T h e  bilden eine kleine, nur nus 7 Noten 
liestehende Melodie, welche nicht gar so übel klingt und den Leuten 
nur deshalb unangenehm ist, weil sie sie gar zu oft h6ren müssen. 
Dernungeachtet bildet sie aber doch ein schon deshalb merkwürdiges 
Liedchen, weil es nach Relieben heiter oder schwermütig klingt. Heiter, 
lustig, munter, hart (dur), wenn man es in der Ordnung (2) der T h e  
von C angefangen nbsingt. Traurig, weich (moll), wenn nian es von 
A anfangt und in der Ordnung 

A H C D  E F G A  

abspielt. Unter den Tonen stehen auch hier dieselben Schwingungs- 
5 

zahlen wie in (2), nur 71 anstatt f gesetzt und reduziert auf die 

1. Oktave. 
-- 

15 . h und b heii3en Septime, und zwer h mit der reinen Schwingungszahl - die 
8 

groBe Septime, und b mit der reinen Schwingungszahl 2 . - = 9 die kleine 
8 25 6 

Septime. 



Die Reihe (2) heiBt die C-Dur-, die Reihe (3) hingegeii die A-Moll- 
Tonleiter (Skala) und heiBen in denselben beeiehentlich 

der 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. Ton 
Prim Sekunde Terz Quarte Quinte Sexte Septime Oktitve. 

Ihe Tonnbstiinde iu dieseii 2 Tonleitern sind solbstverst%ndlicli nidit 
dieselben. Mithin gibt es rriehrerlei Terzen, Quarten usw., verminderte, 
Heine, groBe, ii beimaBige usw., was in die musikalische Nomenklatur 
einige Verwiriung zu bringen geeignet ist. Bei der Losung des arith- 
nietischen Prohlems jedodi, die hier nngestrebt wird, konnen wir sic! 
abseits lassen. Nur soviel ist niitig zu erwiilinen, daB die kleine Terz 
der Moll-Tonleiter als dritter Ton in derselben entnominen ist und die 

6 
Schmingungszahl g q  hat, wahrend die poBe Terz der drittc Ton der 

O 
Dur-Tonleiter ist mit der Schwingungszahl f .  

Auch kann erwahnt werden, da0 die Moll-Tonleiter nicht i miner 
dio (3) gemesen ist. Unter Pspst Gregor dem GroBen, dcr anstatt der 
griechischen die jetzt noch üblichen Ruchstalienbenennungen einfiihrte, 
wurde sie so: A. B. C. D. 3. P. Cr. A gesungen, wobei unter B das 
heutige H verstanden wurde. Die moderne Xusik hingegen braucht 
riur iui Absteigen die Forni (3), im Aufsteigen aber eiiien Zwitter au8 
halb Dur, halb Moll. 

Cngeachtet der allgemeinen Abneigung gegen die beiden Ton- 
leitern bleibt es aber dooh Tatsache, daB die sieben verschiedenen TGno 
derselben sowohl naçheinander, als auch mehrere derselben mit Auswahl 
gleichzeitig angeschlagen, einen dem Ohre angenehmen Eindruck her- 
vorhriiigen. Mehrere gleichzeitig erklingende T h e  gcben einen A1ckor.d. 
So gilit der Grundton mit der goBen Terz und Quinte einen Akkord 

C E  G 

in den1 die Schwingungszahlen im Verhaltnisse 4, 5, 6 zu eiliander 
stehen; er wird der C-Dur-Dreiklang genannt nnd gilt mit allen seinen 
Versetzungen und insbesondere in der Ordnung der T6ne C, G, E und 
dem Verhdtnisse 2, 3, 5 der Schminguilgszahlen für den angenehmsten 
oder koneonantesten aller Akkorde. 

Solcher Dur-Dreikliinge lassen sich aus den sieben Toneii der Skala 
noch zwei bilden, namlich: 

G H Il E ' A C  
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ihre Sehwingiingszahlen stehen ehenfalls im Verhsltnisse 4, 6, 6. niese 
Akkorde heiBen daher dcr G-Dur- und der E'Dur-Dreiklang. Alle be- 
stehen. ans: Grundton, goBe Terz und Quinte, nur ist im ersten der 
Grundton C, im zweiten G, im dritten F, Tone, von wrlchen der erste 
oder Grundton C auch Tonika, der zweite G die Oberdominante, der 
dritte P die Unterdominante heiBt. Die Tonleiter ist mithin zusammen- 
gesetzt ans den Bestandtonen dreier Dur-Dreikliinge. 

Auch in der Molltonleiter kann aus Grundton A, kleiner Teiz C 
und Quinte R ein Dreiklang, der auf das Olir einen ailgenelinîen Ein- 
druck niacht, gebildet werden; sein Klang ist aber weich (moll), düster, 
mrlaricholisc:h, und es konnen auch hier wieder 3 solche Molldreildinge 
aus den 7 Tonen der Skala zusammengestellt werden, namlich: 

A C E  B F A  G H  

Die Tone des ersten und dritten unter ihnen stehen genau im Ver- 
haltnisse der ganzen Zahlen 10, 12, 15. Diese Akkorde klingen gut. 
Der m e i t e  derselben hict aber die Tone in  etwas anderen Schwingungs- 
verhiiltnissen und klingt auch minder gut. Das Verhaltnis 10, 12, 15 
ist aber samt dem Wohlklange wieder hergestellt, wenn man anstatt 

27 4 
des Tones D mit aoq Schwingungen eiuen anderen, d mit ~ 1 7  Sühwiri- 

gungen setzt, der die genaue Quarte des Grundtones A ist. Dieses d 
80 

ist = gl Il, mithin sehr wenig von 1) unterschieden. 

Die Theorie verlangt also zum vollstandigen Wohlklang der C-Dur- 
und A-Moll-Tonleiter und der darin enthaltenen Dreiklange sehr nahe 
aneinanderliegende Tane Il und d, ein Pall, der sicli aiich hei anderen 
Anlassen ofter wiedsrholt. Nebst diesen 6 Dreikliligen ivt aucli in 
der Musik von Wichtigkeit der Septimenakkord, der aus Grundton, der 
groBen Terz, Quinte und Septime zusammengesetzt ist: 

C E G Ais 

Die Schwingungszahlen dieser T ihe  stehen in dern einfaehen Ver- 
h'iltnisse 4, 5, 6, 7. Dieser vierstimmige Akkord hat die besondere 
Eigenschaft, daB naçh ihm der Dreiklang F A C  besonders gut klingt, 
so daB er dcnselbeii vorzubcrcitcn, zii verlangen, gewissermaBen dam 
zu leiten scheint, und namentlich ist es die Septime, die ihm diesen 
Charakter verleiht, die daher auch der harmonische Leittm heiBt, oder 
mindestens heiBen sollte. 
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Der Septimenakkord scheint :eine neue Entdeckung zu sein. In1 
Altertume unbekan~it, komirit er auch in der h-irchenniusik Palestrinas 
noch nicht vor. In der neueren Musik findet er sich entschieden 
haufiger, als irgend ein anderer. Nur wird in demselben die reine 
Septime Ais durch einen anderen, wcsentlich verschiedenen Ton B er- 
~etzt ,  wodurch er einen scharferen Klang bekommt, dabei aber seinen 
oberwahnten Charakter nicht mesentlich verandert. 

Es kommen in der Miisik sehr viele verschiedene Akkorde var; 
die hier zur Spraclie gebrachten drei, niimlich der Lhr-Dreiklang, der 
Moll-Dreililang und der reine Septirrienakkorcl, deren Torie bexiehentlich 
in den Verhaltnissen 4, 5, 6, dann 10, 12, 16 und endlich 4, 5, G ,  7 
stelien, sind die einzigen vorzugsweise wohlklingenden, welche mail 
mit dein Nanien kmzsonante A1;lcorde lielegt; die übrigen sogcnannten 
dissonanten Akkorde sollen an einem suderen Orte zur Spraclie gebracht 
werden. 

Nicht nur in Akkorden, sonclern auch nacheinander erklingend, 
errcgen die T h e  der zwei in Rede stchenden Tonleitcrn einc mgenohme 
Einpfindung, und es gibt eine gro0e Mannigfaltigkeit von Gesangen, 
die vorzugsweise aus den Tonen derselben zusammengesetzt sind, und 
die man auch durch Begleitung mit den eben angeführten Akkorden 
verschonert. Man ssgt von ihnen, da0 aie je nach ihrem Charakter, 
ob heiter oder düater, und je nachdeni die Begleitung mit Dur- oder 
mit Moll-Akkorden vorxugsweise stattfindet, aus C-Dur oder A-Mol1 
gedichtet seien. 

Anstatt des Grundtones C kann man auch einen jeden beliebigeii 
anderen wahlen und auf demselben eine Tonleiter griinden, gleichviel 
ob er in dcr C-Dur-Skala enthalten ist oder nicht. Man hat nur die 
gegebene Schwingungsxahl dieses neuen Grundtones anstatt [ in die 
Beihe (2) einxusetzen, um die Schwingungszahlen der neuen Tonleiter 
zu erhalten. E s  sei e. B. D der neue Grundtnn mit dcr Schwingungs- 

9 9 
zahl [ ,  so erhalt man, st statt setzend, die neue D-Tonleiter 

8 

Vier T h e  dersclben, 11, G, 11) l), sind auch in der C-Skala ent- 
8 1 

halten, der zweite, mit der Schwingungszahl :4f versehen, ist mit dem 3 
6 

der C-Tonleiter, welches die %ah1 S triigt, beinahe identisch. Nennt 
e 81 

man ilm also e, so ist = go. Ebenso ist der fünfte mit a bezeich- 
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a 81 
nete beinahe das A der C-Skala, und es ist wieder - = so - Die A 
beiden mit Fis und Cis bezeichneten Tone endlich sind von allen in 
der C-Tonleiter enthalteneil wesentlich verschieden und liegen bekehent- 
lich zwischen E' und B, und zwischen C und B,  mit der gewissrii 
Redeutung eines erhohten E' und erhohten C. 

A h l i c h e  Bewandtnis hat es nun. mit allen von verschiedenen 
Grundtonen ausgehenden Tonleitern. Sie bestelieii teils ails Tiiiien, die 
auch schon in anderen Tonleitern vorriitig sind, rnitunter aue wesent- 
lich verschiedenen, aber oft auch aus -solchen, die von den Tonen 
anderer Skalen nur sehr wenig abweichen. Diese letzteren biltlen nun 
ein sehr listiges Tonproletariat, welclies, wenn ziigelnssen, in der niusi- 
kalischen Praxis sowohl wie auch in der Theorie storend auftritt, in- 
dem es Lei einigen Instrumenten. eine Unzalil beiirahe gleichklingender 
Saiten, bei andern eine Unzalil von Ründcii verlangt, die, beiiiahe an 
dieselben Stellen. des Griffbrettes fallen usw., und was das schlinimute 
ist, eine Unzahl von Tonnainen und -michen erheischt, welche die 
Elemente der Tonschrift in eine Art chinesischen, unübersehbaren 
Alphabets verwandeln wiirden, . E s  ist daher irniner für wichtig er- 
aclitet worden, diese beinahe gleichlautenden l'one zu beseitigen. 

Zu dicsem %wci:ke ist das nKchstlirgende, zaerst sich darliietende 
Verfaliien folgeiides: 11% der Cf-Leiter kommt ~ 1 e r  Ton A als groBe 

5 
Terz von P vor mit der Schwingungszal-il - 6. In der Il-Leiter er- 

Y 
27 süheint ein alinlicher a als Quinte von D mit der Schwirigurigsaalil - (, 
16 

5 1 
die von f nur uni G S  abweicht. Reide schafft inan ab, und ersetzt 

3 
161 

sie durch eiiien eiiizigen Toi1 A' mit der Schwingungszalil %-[, die 
27 5 

zwischen - f, uncl - liegt und von jeder dïeser heidt:n Zahlcn nur 
1 6  3 

1 
mehr um %f verschieden ist. 

Dieses. Verfàlschen der Tone nennt man iii der Kunstsprache 
tcmperierm, und es ist niinmetir A' sowohl die verfiilsahtc oder teiiipe- 
rierte Tere von F, wie auch .die terriperierte Quirite von D. Und es 

heiBt diejenige von der Einheit nur sehr wenig abweichende Zahl, mit 
welcher man die reine Terz, Quinte, Septime usw. multiplizieren muB, 
um die temperierte Terz, Quinte, Septime usw. zu erhalten, die ï'eqnpe- 
ratur dieser reinen Terz, Quinte, Septime usw. So ist im gegenwartigen 

161 161 
Beispiele - die Teniperatur der Terz A von F, und G2 dio Tenipe- 

160 

r ~ t i ~ r  dm Quinte (A von D. 
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Die Notwendigkeit des Temperierens wiederholt sich sehr oft; 
denn die Musik benotigt die Tone mehrerer Tonleitern teils um der 
Hohe der menschlichen Stimme, die sie zu begleiten hat, gerecht au 
werden, hauptsiichlich aher, wcil sie durch den Übergang zu deil 
Akkorden anderer Tonleitern ihre schoiisten und überraschendsten 
Wirkungen erzielt. Jede neue Tonleiter erheischt aber in der Regel 
auch neue T h e ,  die nlitunter von den Tonen bereits voihandener und 
im Gebrauche stehender Tonleitern sehr wenig abweichcn und dcshalb 
riicht durch einen besonderen Aufwand von Klangmitteln, z. B. Saiten, 
Bünde us\rr. erzeugt, sondern lediglich durch Temperieren hergestellt 
merden. S u r  geschieht dasselbe nicht in der hier auseinandergesetzten, 
etwas priniitivcn Weise, weil cs meistmteils aiich nicht 2 T h e  sind, 
die einen gemeinschaftliohen Reyrasentanten erhalten, sondern niehrere. 
Es spielt dieser Reprasentant einein dieser T o m  gegenüber die Rolle 
eilier temperierten kleinen Terz, zuin dritten stellt er  eine temperierte 
Quinte, zum vierten eino Scptiine dar. 

Hierbei ist es nun freilich unerlaBlich, daB ein jecles der so 
triilperierten Intervalle etwas von seiner Reinheit abgebe; jedoch sol1 
dies in rationeller Weise so eingeleitet aerden, daB der Gesamtbetrag 
drr so gebrschten Opfer ein inGglichot kleiner sei, dau lieiflt, daB die 
Teinperaturen der s h t l i c h e n  Reintone inoglichst wenig von der Ein- 
heit abweichen. Einen Ton, der von deinjenigen Reintone, den er 
vorzurrtellen Oerufen ist, in mei~klicher, leicht horbarer Weise abweicht, 
nenuen die Musiker in ihrer Kunstsprache nicht mehr einen tempe- 
rierten Ton, sondern einen I~eulegzden R'olf.') So wird z. B. ein Ton, 

8 1 1 
dessen Temperatur ist, mithin urii  Ho oder um noch nlehr von der 

Eiiiheit abweicht, bereits zu den heulenden Wtilfen geziihlt. Dieser 
Abstand von der Reiiiheit wird ein Komma genannt. 

Hat man nun auf dem Wege des Temperierens die sehr nahe an- 
einander liegenden Tvne beseitigt, so bleitien offenbar xiur solche übrig, 
die rrich in betrachtlichem Abstande von den Werten ihrer Schwingungs- 
zahlen befinden. Diese liegen aber verinoge der vorgenonmlenen 
Beduktioii suf der ersten Oktave zwischen f und 2c, konnen somit 

1) Dieee Bezeiühnung entspricht dem historisch-mathematiden (phy~ikalischen) 
Standpunkte. Heute nennen die Musiker einen solchen Ton schlechtweg einen 
,,felschen". Unter heulendem'wolf verstehen aie den einem Instrumente infolge 
e i n e ~  Materiel- oder Konstruktionsfehlers zufiillig onhaftcnden unreineu Ton, wie 
r .  B. bei der Orgel, wenn das Spielventil niçht ordentlich schlieBt, oder Lei Blas- 
inatmmenten, wénn aie noch nicht genügend warm geworden sind uaw. Dieses 
iat der moderne physiologische (akustische) Standpunkt; den hietorisch-physi- 
kelischen hat man aufgegeben. 

19 * 
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nicht aiiders. als in best:liriinkter Anzalil vorhaiiden sein. Sie stellen 
sozusagen das Tonalphabet vor, und man nennt ihren Inbegriff ein 
Tonsystena. 

II. Das 12-stuflge, chromatische Tonsystem. Seine Eigenschaften. 

Der Begriff des besten Toiisgstems ist cin relativer, iiisoferii ver- 
schiedene Tonliebliaber auch verschiedene Anfordcrungen a11 ein solches 
stellen werden, je nach dem Tnstriimente, rlas sir behandeln, jc nach 
deril Zwecke, den sie ~ei-folgen, und der entweder sein kwiii, praktische 
Musik zu machen oder theoretische Forschungen anzustellen, feriier je 
nachdem sie einer Notenschrift bedürfen oder nicht usw. 

Die Allgem~inlioit der mathematischcii Untcrswhung verlangt, da6 
wo moglich alle diese Anforderungen beiücksichtigt merden. Man inuB 
sich daher vor allem die Brage stellen: Welches sind dis wünschens- 
werten Eipenacliaften eincs guten Tonsystm~s? L)ie Antwoi-t darauf 
findet man sin leichtesten, wexiii mari sich irgend eiii Tonsysteni, etwo 
[las herrschende, als Beispiel vorlegt und untersucht. IIiedurch wird 
man i15mlich mit einem Male in medias res versetzt, und lernt die Vor- 
züge kenrien, die beieubehalten oder wenn miiglich nach eu steigern 
wünschenswert siiid, und die Xangel, welche man entweder ganz zu 
vermeiden oder wenigstens zu verringern streben wird 

Das grgcnwiirtig allg~mein üblichr, i i i i  Klavicr verk6rp~i . t~  Ton- 
systeiri bestelit aus nur 12 Tonen; sie sind der Reihe nach iiiit ihieu 
Schwingungszahlen: 

C (As B Bis K E' Fis (2 (As A Il H C 
f u f  a'g a" a4f u" aacf u7f  a X f  u96 atoc u"f a la[  = 2t'. 

Mithin ist ul' = 2, also a = y2 = 1,0594G. 
Diese Zahlen stehen in einer geometrischen Progi~cssinn, die nuch 

ins Unenclliche fortgesetzt werden kann, aber darum doch nur diejenigeri 
Tone liefert, die in der ersten Gruppe von zwdfen enthalten siiid, und 
zwar in derselben Ordnung ; denn es ist alY c = ul" u c = 2 u [ = Cis, 
uL4C = al4 . u2g = 2 a P f  = D UYW., was alw dieselben T h e  in der xweiten 
Oktave gibt. Man kann sie sich in einen Kreis wie die 12 Ziffern 
eiiies Ulireifferblattes angeordnet denken, und kann jetzt von jeder be- 
liebigen unter ihnen anfangend ~ e h e n ,  daB aiif dieselbe IVeise, wie die 
zweite Giruppe aus der ersten gebildet wird, auch die dritte aus der 
zweiteri, die vierte sus der dritten usw. und schlieBlieli die erste aus 
der letzten hervorgeht. 

~ h n l i c h  wie diest: l à  Hestandtiine bilden auch die Quintrii eineii 
in sich zurückkehrenden Kreis, der von einem beliebigen Tone al$ 
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nulltein geziililt dei. siebente ist, niimlich die Quinto dieses nixllten. Das 
gibt den Quintenzirkel: 

C G D A E H Fis Cis Gis Dis B F C, 

ilacli melchem offenbar dieselbc Rcihe von Quinten abcrinnls erscheint. 
Auch die Terzen sdiliefien sich zyklisch zusammen, es shid dies 

jedoch kleinere, ;LUS mir einigen der 12 TGne gebildete Kreise. Die 
groBen Terzen bilden deren 4, li%nlich: 

C 7 Gis C 
Cis F A C'is 
D Fis B D 
Dis G II Dis. 

Die kleinen Terzen ergebeil Iiingegen deren 3, nanilich: 

C Dis Fis A C 
Cis E Gi B Cis 
D F G i s H D .  

Es gehen mithin 3 groble und 4 kleine Terzen auf die Oktave. 
Da zu jedcm der 12 T h e  die Quintc, die kleine und die groBi3 

Terz unter eben den 12 Tonen gefunden wird, so kann man auch über 
jedem derselben als Grundton einen Dur- und eiiien Moll-Dreiklang 
konstruieren, und da aus je 3 solclien Dreikliingen ciiie Tonleiter ge- 
bildet werden kann, so ergeben sich aus nur 12 TGnen 12 vollsti~iclige 
Dur- und 12 vollstiindige MOU-Tonleitern, was unstreitig eiiie bedeuteiide 
Leistuilg mit wenigen Mitteln id, die hauptsiichlich durch den Umstasd 
iniiglicli wird, daB das Tonsystem eiri in sich zurückkehrendes ist, hnd 
infolgedessen ein jeder Ton in d e n  moglichen Eigenscliaften ersclieint 
und Dienste leistet, einmal als Grundton, danil als Quinte eines anderen 
Grundtones, dan11 als grofie Tera eines dritten, ferner als kleine Terz 
eines vierten usw. Diese Eigenschaft des in sich Zurückkehrens ist 
also eine münschenswerte, wenigstens insofern, als unter sonst ahnlichen 
liTnist%nden das in sich zurückkehrende Tonsystem vor einerii anderen 
den Vorzug verdient. 

Eine in iihnlicher Weise schatxbare Eigenschaft ist das Fortschreiten 
der Tü~ie in geometrisclier Progression. Sie werden dadurch im musi- 
kalischen Sinne, das heiBt nach dem Urteile eines geübten Gehors, aqui- 
distaiit, und das aus solchen aquidistanten Tonen zusammengesetzte 
Tonsystem bietet Tor einem anderen %Miche  Vorteile, wie ein in gleiche 
Teile eingeteilter MaBstab vor einem anderen mit ungleicher Teilung. 
Es erhalten alle gleichnaniigen Intervalle einerlei Wert, allc Quinten, 
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groBen und kleinon Terzen usw. werden gleich, d. h. entweder gleich 
rein, oder glcich temperiert, allc Akkorde, alle Tonleitern hahen, ab- 
gesehen von der Tonhohe, einerlei Klang und stellen eben daruni im 
Grunde auch nur eine einzige Leiter vor, und ein jedes Tonstück klingt, 
in jeder beliebigen Tonart vorgetrageii, gleich giit oder gleich übel. 

Ob sich aber die reine Tonloiter, die doch offenhar im Tonsystenic 
moglichst getreu wiedergegeben sein sollte, mit der Einteilung in 
gleiche Teile überhaupt, und mit der 12-Teilung insbesondere vertrage, 
i n i  erst die Frage. Untersiicht nian, um Iiierüber vorliiufigen AufschliiB 
zii erhalten, die reine Dur-Tonleiter (2), so gewahrt m m  in derselben 
mehrerlei Abstiinde nachster Nachbai-t6ne voneinander. So stehen C 

9 
und U und F und G, ebenso A und H im Verhiiltnis ziieinander. 

Diesen Abstand nennt man einen gropen gatzzen Ton. In dieser Weise 
besteht zwischen D und 3, desgleichen zwischen G und A das Ver- 

1 O 
hiiltnis der Schwingungszahlen. nieser Abatand wird ein 1;leiner 

ganser Ton genannt. Zwischen li: und F, ebenso zwischen H und C 
16 

1st das Verhiiltnis %, was ein yrofier Halbton heiBt. Beachtet man 

noch endlich die ebenfalls wichtige kleine Terz mit dom Schwingiings- 
6 5 verhaltnisse gegen die grole Terz mit 4, so stehen diese beiden 

25 
Terzen im Abstande 2 4 ,  der ein 7cleiw Halbttm heiBt. 

Die Oktave ware mithin aus 3 groBen Famen, 2 kleinen ganeen 
und 2 grolen Halbtonen zusammengesetzt. Das 12stufige Tonsystem 
hebt den Tinterschied zwischen groRen und kleinen Ganz und Halbtonen 
auf und unterscheidet nur ganze und halbe Tone schlechtweg, 1aBt mlt- 
hin die Oktave aus 6 ganzen oder 1 2  halben Tonen bestehen, was, als 
erste Annaherung betrachtet, auch nhne Widerrede mathematisch korrekt 
ist. Natürlicb ist von diesen Tonen keiner rein, sondern es sind alle 
mehr oder minder temperiert. Um zu sehen in welchem MaBe, berechnet 
man ihre Schwingungszahlen. Sie sind: 

C = 5  Fis = a: 65 = 1,41431 5 
Cis = a: 5 = 1,059461 G = LX '5 = 1,49831s 

(4) 
U = cref = 1,12246t Gis = ' 5  = 1,58740g 
Dis = u35 = 1,189215 A = or '5 = 1,681795 
E = a4C = 1,259925 B = d o t  = 1,781805 
F =cr5f=1,334841 A =al l l -1 ,887755.  

Es  sei nun die Temperatur der Quinte, das heiBt diejenige der Einlieit 
3 

nahe Zahl, mit welcher die Schwingung~zahl der reinen Quinte E mul- 
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tipliziert werden muB, um die Schwingungszahl der temperierten Quinte 
des Sptems zu erhalten, p, so ist: 

3 1 885 - 2  = 1,49831, mithin q = 1 - - = -- . 
2 886 886 

Uiese Tcrnper:~t,iir q gilt für alle Quinten wegen der absoluten Gleich- 
heit aller gleichnamigen Intervalle. 

Nennt man ebenso die Temperatur der groBen Terz T, so ist: 
- 1 

Die Temperatur der kleinen Terz sei mit t bkzeichnet; es mird 
denn für alle kleinen Temen des ganzen Systems: 

Endlich sei die Temperatur der Septime, welche die reine Schwin- 
7 . -,- 

gungszahl 5 = 1,756 besitzt, die nur mit der 'Schwingungsi.ahl des 

Tones B im Verzeichnisse (4), narnlich 1,78180c vergleichbar ist, s, 
00 wird: " 7 1 66 

-- s = 1,78180, mithin s = 1 + - = ~ - ~. 4 . 55 55 

Man sieht hier, da0 im 12stufigen Tonsysteme die Quinten der 
Ileinheit sehr i a h e  kommen, die Terzen Sind zwar eben noch nicht 
heulende Wolfe, aber sehr nahe daran auf diese Benennung Anspruch 
rnachen zu dürfen. Die Septime endlich ist entschieden ein heiilender 
Wolf, vorausgesetzt,  da^ men den Ton B wirklich al8 den ltepriisen- 

7 
tanten des sechsten Obertones von C mit der Schwingungszald z g  an- 

sielit. Nach einer anderen Ansicht kommt man dem eigentlichen Sach- 
verhalte aber am niichsten, wenn man annimmt, daB die reine Septime 
in dem 12stufigen Tonsysteme, welches auch das clwomatische heiBt, gar 
nicht vertreten sei, und daB dieser Ton B gar kein Repriisentant der 

7 
reinen Septime mit der Schwingungszahl 9 sei, sondem der eines 

9 
anderen Reintones mit der einfachen Schwingungszahl t, der vermoge 

dieser Einfachheit ;Mich  der kleinen Terz mit der Schwingungszalil 
6 6 9, so "e diese, eine selbstkndige Rolle h der Musik gu spielen be- 

rufen ist. Die Theorie wiedèrspriclit indessen dieser Ansiclit, indem sie 
dieses B des chromatischen Systems für den wirklichen Reprasentanten 
der reinen Septime erklart und somit zu einem heulenden Wolfe macht. 
Das sol1 in der Folge geeeigt werden. 
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Alle diese, den~elhen Namen trngenilen Intervalle sind anch gleich 
temperiert, was sich, wie nian sagt, dadurcli kennxeichnet, daB sie mit 
den ihnen entsprechenden Reintonen zugleich angeschlagen, gleichviel 
Schwebungen htiren lassen. Darum nennt man dieses Tonsystem auch 
cin !ileiclzscliweOend iernperiertes. Dies ist aber irrig; die A n d l  der 
Schwingungen ist vielmehr der Schwine;ungszahl, der Tonhohe propor- 
tional, und wenn man daher das chromatische System oder irgend eiu 
iihnliches gleichschwebend temperiert nennt, so ist dies nur in dem- 
selben Sinne richtig, in welchem man dasselbe auck gleicl~stufig nennen 
kann. 

E s  dient vielleicht zur Klarheit, besonders für diejenigen Leser, 
die inehr niatheniatisch als musikalisch gebildet sind und fiir welchi: 
diese Abhandlung vorzugsweise vei-faBt ist, zu bemerken, daB der Be- 
griff von IntervaIl und Stufe ein anderer ist in der Musik als in der 
Geametrie. Sind niindich LW und M' Punkte einer geraden Linie, 
x und x' ihre Koordinaten, so ist bekanntlich x' - x das zwischen 
ihnen vorhandene geometrische htervall. Sind hingegen x' und x 
Schwingungszahlen zweier T6ne statt Koordinaten, so ist. das musi- 

kalisele Iiitenall zwischen diesen Tünen - Irn ersteren Sinne sin2 

also Punkte, denen Koordinaten xo, q, x2, x,, . . . entsprechen, %qui- 
distant, wenn s, - x, = s, - s, = x, - x, . . . besteht, d. h. wenn diese 
Koordinaten eine arithmetische Progression bilden; in der Musik hiri- 
gegen sind Tüne niit diesen Schwinpngszahlen aquidistant, wenn 

5 = 5 = 5 . . . ist, d. h. wenn diese Schwingungszahlen in geometrischer 
"Co Xi Xe 

Progression stehen. 
Nennt man hiemit in1 Zusammenhange x die Schwingungszahl 

eines Tones in einem temperierten Ton~ysteme und $2 die Anmhl der 
Schwebungcn in der Sekiinde, die derselbe mit dem Reintone macht, 
den er darzustellen berufen ist, so ist das System ein gleichschwebeild 

ternperiertes, w e m  nicht n, wohl aber 5 eine konstsnte Gr6Be id, dis 

riur für verschieden benannte Intervalle: Terz, Quinte, Septime, . . . 
andere und andere Werte anzunehmen vermag. 

Geçenüber den Vorteilen des lastnfigen Tonsystems sind indessen 
aixch Schattenseiten desselben eu verzeichnen, sogar solche, daB Pe tzva l  
nicht anstand, dieses heute allgemein verbreitete System keineswegs ah  
das beste zu erkliren, nicht etwa in der Absicht, dieses durch ein voll- 
kommeneres zu ersetzen, mas er für ein ganz aussichtrjloses Begiiinen 
hielt, sondern bloB um zu zeigen, daB die wissenschaftliche Unter- - 
suchung iinahhiingig von der allgemeinen Anschauung ihre eigenen 
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Wege gehen muR, und um für den Pall, als vielleicht dereinst doch 
durch machtige und langandaucrnde Einfliifise eine zweckmiiBige, d l -  
gemeine Reform der Musik moglich werden sollte, die Vorarbeiten zu 
liefern, welche die Art und den Umfang einer solchen Reforni zu be- 
stimmen haben. 

Die Vereinfachung des Tonalphabets und Zurückführung desselben 
nuf niGgIichst wenige, z. B. auf nur 12 Tone, wie im chromatisclien 
Systeme, ist allerdings ein Vorteil; es kann aber in der Verein- 
fachimg aiich zii wcit geg,mgcn sein. Wenn nian beispielsweise das 
Alphabet der deutschen Sprache dadurch vereinfaühen wollte, daB man 
Buchstaben von Rhnlichem Klange, wie b und p, d und t ,  f, v und 
m usw. je durch ein einziges Zeichen ersetzte, so ware dies offenbar 
ein eu weit netriebenes Vereinfachungsbestreberi, weil man d a m  nicht 
mehr imstande mare, den richtigen Laut der VCTorte in der Schrift 
wiederzugeben. In  iihnlicher Weise kann auch in der Vereinfachung 
des Tonalphabets durch Redulrtion auf nur 12 T h e  zu weit gegangen 
sein, wenn dadurch Tonmangel erzeugt ist, infolge dessen wichtige Inter- 
valle und brauchbare Akkorde ausgeschlossen und gewisse musikalische 
Wirkungen und Feinheiten nnerreichbar werden und wenn ferner der 
Wohllaut der Akkorde dadurch beeintriichtigt wird. Beides ist mirklich 
der Fall. 

Wie bereits bemerkt worden ist, schlieBt das chromatische Ton- 
system den sechsten Oberton des Grundtones, die reine Septime nam- 

7 
lich, die auf die erste Oktave reduziert das Schwingungsverhaltnis 

hat, ails und ersetzt denselben im Dominant-Septimen-Akkord durch 
7 

einen heulenden Wolf. IIieniit wird aber nicht nur das Intervall , 
sondern werden alle Iiitervalle, die durch einfache Brüche von der Form 
m 
- ausgedrückt werden und wo entweder der Zihler oder der Nenner 
n 

die Primzahl 7 ist, ausgeschlossen. I n  der Tat stehen die Schwingungs- 
zahlen der 4 T6ne des Dominant-Septimen-Akkordes, z. B. G ,  H, Il, 
Eis im Verhaltnisse der Zahlen 4, 5 ,  6, 7. Fehlt mithin der vierte 

7 
Ton Eis, so fehlt au G das Intervall , mithin auch yeine Ergkneiing 

4 
8 7 zur Oktave: , die mit multipliziert das Produkt 2 gibt. Da aber 

das System über jedem seiner Restandtone konstruiert ist, BO fehlen 
7 8 

die Intervalle nicht nur zu G ,  sondern zu jedem anderen Tone 

im ganzen Sgsteme überhaupt. Zu H hat B s  das S(:hwiiigiingsverh~àltnis 1, 
b 
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1 O 
dessen Erganzung zur Oktave ist. Da  Bis nicht rorhanden ist, so 

7 10 . 
sind uuch die Intervallo . -$- im Systeme nicht vorhanden. Zii D 

7 
endlich steht Eis im Scliwingungsverhiltnisse -6 , dessen Erginzung 
12 
-- ist. Mithin fehlen im chromatischen Systeme die Intervalle: 
7 

Xun ist aber erfalirnngsmiiBig eine Tonverbindung dem GeliGre 
desto f d i c h e r ,  in je einfacheren Zddenverhaltniusen ihre BestandtOne 

stehen, weslialb die durch sehr einfache Brüïhe : ausgedriickten Inter- 

vitlle in der Musik die rneiste Wiehtigkeit haben. Die wichtigsten sind: 

pa~rmeise so zusammengestellt, wie sie sich xur Oktave erganzen. Nach 
ihnen folgen sogleich die obigen im chromatischen Systeme nicht ver- 
tretenen. Und es geht daraus hervor, da5 ein jedes andere Tonsysteiii, 
in welchem auch die reine Septime Platz findet, bloB durch die An- 
wesenheit dieses einen Tones das chro~natische Tonsystem in der An- 
zahl brauchbarer Intervalle im Verhiiltnisse 4 ; 7 überbieten wird. 

Diese oder ahnliclie Betraçhtungen waren es vermutlich, die den 
heriihmten Kontrapunktisten J O  h. P h  i l i p p  K i r n b e r  g e r  und vielleicht 

- 

auch seinen groBen Lehrmeister S e b a s t i a n  B a c h  veraolaBten, dieseln 
wichtigen Tone die verdiente dufmerksamkeit eu schenken. Ersterer 
suchte ihn in das Tonsystem unter dem R'amen J einzufiihren, eeigte 
seine Verwendung in einigen von ilim komponierten Miisikstücken und 
stellte zu Berlin ein Orgelregister mit dieser J benannten reinen Septime 
auf, welclies aber, nachdem die auf K i r n  b e r g e r  folgenden Organisten 
nichts damit aneufangen wuBten, spiter wieder beseitigt worden ist. 
F a s c h ,  ein Schüler K i r n b e r  gers ,  erneuerte die Bestrebungen seines 
Lehrers, diesen Ton der Musik zu erhalten, mit demselben geringen 
Erfolge. Das Urteil der mu~ikdischen Zeitgenossen F a s  clis und Kirn-  
b e r g e r s  war über dieses Intervall ungefiihr auf folgende zwei Punkte 

'( 
xurückzuführen: a) das Intervall ist ein von K i r n b e r g e r  neu er- 

fundenes, ein Ton, der Vorzeit unbekannt; b) ist aber nichts anders 
als eine temperierte Septime, d. h. ein teniperierter heulender Wolf. 
Dieses Urteil Kilt nichb Stich, denn es kann dagegen folgendes bernerkt 

werden. Zu a): Das Intemall a ist zwar weder auf den Tasten dey 
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Rlaviers, noah aiif diln in Biinde geteilten Griffbrettsrn anderer Saiten- 
instrumente, noch auch in der musikalischen Notenschrift vorhanden; 
denn ware es wirklich da, so h i t t e  ja K i r n b e r g e r  es nicht unter der 
Bezeichnung J einzuführen gebraucht. E s  klingt aber als Oberton mit 
einer jeden angeschlagenen Saite in1 allgemeinen mit und kanq als 
Mangbestandteil durch einen H e l m h o  1 t zschen Resonator nacligewiesen 
werden. Auch isoIiert als Flageolett-Ton ist es jedem Musiker bekannt 
und wird erhalten, wenn man eine Saite im siebenten Teile der Lange 
leise mit drm Fingcr berührt und d m n  anschliigt. Ta m m  kann sich 
auf diese Weise den ganzen reinen Septimen-Akkord rollkommen frei 
von jeder Temperatur oder Verfiilschung vorführen, indem man eine 
Saite der Iteihe nach im vierten, fünften, sechsten und siebenten Teile 
ihrer Lange berührt und anschlagt und kann bei dieser Gelegenheit 
mit sich eins werden, ob man die reine Septime für eine Konsonmz 
oder Dissonanx zu halten hat. Neu oder unhekannt waren daher 
aIlc diese T6nc nicht, nur eines soheint den um die Theorie der 
Schwingungen ges~iannter Saiten wenig bekümmerten Musikern un- 
bekannt gewesen zu sein, daB niimlich diese T6ne im Verhalt- 
nisse 4, 5, 6, 7 ihrer Sehwingungsznhlen meinander stehen. Zu b) 
kann bernerkt werden, daB dieo den Begriff der Temperierens v6llig 
umkehi-en hieBe. Sonst ist niimlich der untemperierte oder unver- 
fdschte Ton rein, der temperierte' verfglscht; hier waren hingegen 
dor iintcmperierte falsch und der temperierte rcin. Das sind die 
Folgen des Gebrauches oder MiBbrauches sinnabschwiichender, fremd- 
sprachlicher Benennungen, anstatt der ehrlichen deutschen Ausùrücke! 
Sagte man schlicht und gerade: Verfalschen und nicht Temperieren, 
eo wzra eine solclie Begriffsverwirrung unnioglich. Es scheint also 
hier mieder einer der so hiiufig vorkonimencien Fiille vorzuliegen, 
da0 des Crteil eines einzigen gründlichen Denkers, a i e  K i r n b e r g e r s ,  
richtiger i d ,  als das Gesamtiirteil aller seiner Zeitgenossen. Die 

7 reine Septime mit dem Schwingungsverhaltnisse - ist also und bleibt 
4 

ein Ton von hoher Wiohtigkeit in der Musik, und eine Theorie 
der Toneysteme, die auf dieselbe keine Rücksicht nimmt, kann auch 
auf Allgemeinheit keinen Anspruch erheben. Es wird daher in dieser 

7 Abhandlung der Septimc a dirselbc Aufmerksamkeit gesclienkt, wie 

den anerkannt konsonanten Intervallen und namentlich den ,beiden 
Terzen. 

Nicht mir die durcli einfache Brüche von der Form q ius- 

gedrückten Intervalle, in denen die Primzahl 7 vertreten ist, sind 
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der B~achtilng mert; auch die Primzahleii 11 uncl 13, niithin die 
Intervallé : 
- --- -- - - - - 
11 12 11 14 11 16  11 18 11 20 

- - 

ü 11' 7 11, 8 717 D 11) 70 11' 
- - - - - - 

13 14 13 1 6  13 18 13 20 13 22 - - - 
7 13' 8 1 3 '  9 13' 10 E' 11 13 

sirid moinGglich nicht ganz auRer Arlit zu lassen, und cin Tonsystem, 
das sie besitzt, wird wenigstens zu Studien über die Charakteristik 
der Akkorde, welche einfaclien Zahlenreihen entsprechen, einigen Vor- 
zug verdienen. Selbstverstindlicli kornmt iluien die Wichtigkeit, welche 
die Ko~isoiianzcn haben, nicht zu, diese wird sogar beinahc Null, wo 
die 7 nicht vertreten ist. Den genauen numerischen Wert  der VCTich- 
tigkeit dieser Intervalle aber hier anzuçeben ist schon deslialb unniGg- 
lich, weil gründliche Studien über die psychische Charakteristik der 
Intervalle, Akkorde und Tonarten bisller sehr vernachlassigt wordeil 
sind. Daher denn auch die moderne Mnsik nach P e t z v a l s  Ansiclit 
iiber die Charalrtere Dur und Moll, hart und weich damals noch niclit 
hiii:tiisgekomrnen war. Nur von K o c h  ist ihnl cine Aiiswahl ver- 
schiedener 7- und melirtoniger Tonleitem mit ihrer psychischen Clia- 
rakteristik und natiirgemaBen harmonischen Begleitung' vorgelegen, die 
aber nicht veroffentlicht worden war. Kiime es nun, meinte er, dereinst 
zur Geltung, was dieser scharfsimige und vielerführene Tonforscher 
findet, z. B. die folgende über dem Grundtone as aufgebaute Tonleiter, 
welche die uiiten aiigesetzten Schwingungszahlen hat und in an- 
gemessener Regleitung irn cchten Stile einer würdigen Kirclienmusik 
gehalten ist: 

as c c i s  ces dcs CS eis g ~ s  as 

so gewiinne die Primzahl 11 in der Xnsik eine vorher nie geahnte 
Geltung. 

Tu ahiilicher Weise vermGchten aber vielleicht aiich andere Ain 

fache Iiitervslle sich Geltung 211 erringen. Deren besitzt niln aher das 
chromatische Tonsystem nur wenige. Man bekoiiunt eine Übersicht 
iiber dieselben, wenn man die Dezinialbrüche in den Schwingungszahleii 
dos Verzeichiiisses (4) in Kettenbriiche und diese in  einfache Naheriings- 
Miche verwandelt; dies gibt: 

C Cis D Dis E E' Fis G Gis A B H C 
18  9 44 63 4 58 3 100 37 16 1 7  

t ,% ,,t ,,g ,c ,,5 , g  , ,f  ,,5 ,1; j j 5  2 f ,  
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eine Reihe, in der man die oben angeführten einfachen und wichtigsten 
Intervalle nur spiirlich vertreten sieht. E s  iat a180 nicht unbegründet, 
wenn man sagt, daB das chromatische Systein an Tonmangel leide. 

Diese Betrachtungen hatte indessen P e t z v a l  nicht dazu angestellt, 
uin den Mangel eu bcwcisen, dcr sich in einem iiur 12stnfigcn Systeme 
vori selbst versteht, sonderu zu dem Zwecke, um mit Klarheit darzu- 
tun, was unter Tonmangel und Tonreichtum zu verstehen ist, mie es 
Systeme geben kann, die bei einer groBen Anzahl von Tonen dennoch 
an Tonrriangd leideri, endich wie nian diese in Riicksicht auf Ton- 
reicht,um oder -mangel zu beurteilen habe. 

DaB im chroinatischen Tonsysteme der Wohlklang des Akkorde 
diireh die überternperierten und auch wirklich übel klingendon Terzen 
beeintriichtigt sei, mird wolil ziernlich dlgemein von den Xusikerii zu- 
gestandeii, jedoch in einer Weise, die zu einem gründlichen Urteile 
über dasselbe System in dieser Hezieliung keinen genügenden Anhalt 
gewahrt. Sie sagen nknlich gewohnlicli: ,,Die Quinten wireri schon 
gut uiid rein genug, wenn nur die Terzen reiner waren!" Hierauf 
kann man erwidern: Wenn die Quinten nur eben rein genug sind und 
uichts meiter, so ~iiüseeii die Terzen aueh gut geriug sein, denu im 
Toilreiche gilt dasselbe, was anderwiirts als Regel feststeht, uiimlich, 
man kann niemand e t w ~ s  geben, was man nicht einem anderen weg- 
iiinimt. Riden [lalier die Quinte11 an Reinheit nur eberi genug und 
liaiin nian ilinen nichts nehiilen, so kann man auch den Terzen niclits 
geben. Andererseits konne man auf eine Tatsache hinweiseii, die bei- 
nahe zu beweisen scheint, da8 das IJrteil der Musiker keineswegs das 
Urteil des V o l k e ~  sei, namlich auf die, daB oft in Konzerten nach 
einem in moglichst reinen Tonen ausgefiihrteri Streichquartette sich 
ein Klavier~pieler horen 1aBt mit mincn falschen Terzen imd heulmden 
Septiineu, dem aber gleichwohl vom versaimnelten Publikum wütend 
applaudiert wird. IIieraiis scheine beinahe herrorzugehen, da0 die chio- 
matiechen Terzen nur dem verfeinerten Geh6r der Musiker von Fach übel 
klirigen, für das übrige Menschengeschlecht jedoch rein und wohl- 
klingend genug seien, wenn man nicht etwa amehmen dl, da0 der 
Applaus gar nicht der Musik gelte, sondern nur der brillanten Teclinik 
des Virtuosen. Wiewohl nun übrigens inbezng auf Wohlklang und 
Übelklang niemand anderer, als eben der Musiker urteilsfüliig ist, so 
hat doch sein Urteil hier nur  dann wissenschaftlichen Wert, wenn es 
uuf der genauen Kenntnis der Charakteristik der konsonanten Intervalle 
und der Gewichte ihrer Verfilschungen gegründet ist, und wenn er 
infolge dieser Xenntnis imstande ist, seine.Angaben in menigstens sehr 
angenaherten Lahlenwertcn xu niachen. Es komirit also, wenn auch 
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nicht alles, doeh mindestens sehr vie1 auf die genaue numerische Kennt- 
nia der Empfindlichkeit der Konsonanzen an, ohne sie kann man weder 
über ein vorgelegtes Tonsysteni ein endgültiges Urtoil f i l len, noch 
,ailch die Rerechtigung der zahlreichen, der ersten Iilasse angehorigen 
Systeme dieser Art, mit denen sich diese Abhandlung beschaftigt, über 
jeden Zwoifel erheben. In der Tat, weiiii sich nachweistm licBe, daB 

1 
die Quinte keine groBere Verfiilschung vertragt, als ix6, wie im chro- 

iiiatischen Syatenie, so wiiren alle Tonsysteme der ersten Klasse un- 
brauchbar, w ~ i 1  in ihnen nllen die Quinte stirker belastet ist. Und 
liieinit ware dan11 natürlicli auch die Rerechtigung dieser Abhandlung 
teilweise aufgehoben. Die iiltere Musikliteratur bietet nun über diesen 
michtigen Punkt menig Hrauchliares; in der neiieren Zeit siiid jedoch 
darikeriswerte Restreburigeii aufzuieiclinen, die hiezu als Vorarbeiten 
gelten konnen. Man hat uiimlicli veisiicht, die Abstufungen der Inter- 
valle in Reinheit festzustellen Heln i  h O 1 t z hat diese sogar durch eiiie 
Kurve liildlich clsrgestellt. Das jedoch, was niari in der Tlleorie der 
Toiisysteme braucht, ist niclit diese Kurve, weil hier wenig clarauf an- 
komnit, ob eine Dissonam etwas mehr oder weniger dissoniert, sonderu 
es sind dies die intigliclist grnauen Weite dcr Krüi~imiingshdhiiiesser 
an den Scheitelpunkten, oder wss dasselbe ist, die zweiten Differeiitial- 
quotienten der Ordinateil, und uni beurteilen zu konnen, ob positive 
und gleich grole negative Verfalschungen auch gleich iiiiangenehin 
wahrgenonimen werderi, uuch noch allenfnlls die dritten. Nicht itus 
riner gewissen Analogie mit einem im widerstehendeil Mittel schwingen- 
den Punkte, von welcher leicht zu beweisen ist, dnB sie nicht besteht, 
Sind dies6 fiindainenta1en'~emtnisse zu ziehen, wie H e l m h o l t z  getan, 
sondern aus einer gründlichen, auf sorgfaltig angestellte Beobachtungen 
gestützten Theorie. 

Es  io.t nicht zu bezweifeh, da6 die rastlos fortschreitende hkustik 
mit der Zeit auch diese Daten mit zureichender Genauigkeit liefern wird 

Durch die bisherigen Auseinandersetzungen erf'iihrt der Begriff' 
eines Tonsystems eine Erweiterung; man sieht namlich, da8 nicht nut. 
Tonsysterne von der Art des hier al8 Beispiel gewiihlten chromatischen, 
i n  wdchem samtliche gleichnamige Intervalle einerlei Wert besitzen, 
sondern da6 auch andere mit verschieden temperierten Quinten und 
Y'crsan in Anwendung gckommen sind. Sie heiBen in der musikalischen 
Sprache unyleich temperiertr: Tonsysteme. Sie werden anfgestellt zu dei11 
do~pe l ten  Zwecke: Um einigen Tonarten 'einen vollkommeneren Wohl- 
laut zu verschaffen und den anderen einen verschiedenen psychischen 
Charakt~r  zu verleihen. Berühmte Musiker, wie K i r n b e r g e r  und 
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Nalcolin,  ebenso E u l e r  und G y  6 r y  sind auf dem 5uBerst mühsamen 
Wege des arithmetischen Versuches zu solchen Tonsystemen gelangt. 
In allen sind einige wrnige Tonarten wohllautend, die übrigm dosto 
ühlklirigender; eine reine Septime ist nirgends zu finden. 

Allgemeineren Anklang fanden jedoch diese Versuche nicht. Dies 
liindcrt übrigens nicht, daB sie die Aufnlerksainkeit des Arithmetiker~ 
für sich in Ansprnch nehmen, sçhon weil die ungleich schwebend 
teniperierten Tonsysteine die allgemeine Foini, die gleichschmebend 
temperierten nur der besondere Fall sind, sich also mit den ersten 
niehr Lwecke nnd diesc zugleich grnauer erieichen lassen müssen, 
als niit den letztereri. 

Solange man nlso die Theorie der Tonsysteme als ein arith- 
inetisches Problem behandelt, wird man immerhin, un1 wissenschaftlich 
zu Weike zu gchen, die Tonsystcine eintdeil  konneii, j a  sngar müssen, 
in gleiclischwebeiid und uiigleichschwebrnd temperierte. In den eirien 
brsitzen simtliche gleichnamigen Intervalle: Quinten, Terzen, Sep- 
tiiiicn usw. einerlei Wert, in den anderen sind diese Werte von Tonart 
eu Tonart verschied~n. Uni rleni in alleii niathematischeri Wisscn- 
schaf'ten notwendigen Streben crst nach Einfachheit, dann aber ?ach 
Allgemeinheit gerecht zu werden, sind zuerst die gleichuchuwbend 
teniperirrten Tonsysteme in Angriff zu nehrrien. Dann kann man aber 
zu tleri urgleichschwebend teinporierten übergeheu, wenn auch nur uni 
das vorgelegte arithmetische Probletn zur allgemeiuen L6sung zu 
biingen, ohne ltiicksicht darnuf, ob uie dic Nusik als brauchliar aurr- 
kennt oder nicht. 

Aus dem bisher Cesagten geht nun wohl genügend hervor, sowohl 
was mail ein Tonsystern nennt, wie auch welches die allgeuieinen 
E'orderungeii sind, welche rnan an eiri solches zu stelleu bislier für gut 
befunden hat. Man wird sagen: Ein Tonsystem ist eine geschlossene 
und in sich zurückkehrende Tonperiode, deren Bestandtone sowolil 
ihrer Zahl nach, wie auch vermiige ihrer Schwingungsverhiiltiiisse sich 
geeipet erweisen, um darnit gute Musik zu machen. Unter guter 
Musil; versteht man aber nicht nur wohlklingende Musik, sondern 
auoh die unbeschadet ihres MTohlklanges oder ~ielleicht auch ohne 
Riicksicht kf denselben' einen rnannigfachen psychischen Charakter 
hat. Der Tonsetzer mil1 namlich mit der Gewalt der Tone das Gemüt 
des Nenschcn beherrschen und will ihn nach seinem Heliehen in eine 
lustige, traurige, andichtige, kriegerivche usw. Stimmung versetzeii. 
Das Tonsystem darf daher nicht zu wenig Tone enthalten, weil daraus 
Toriarmut entsteht, zufolge welcher die musikalischen Wirkinigen nicht - - 

,riiehr erzielt werden konnen, es darf aber auch uicht zu viele Tarie 
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zahlen, weil die Verschwendung der Tonmittel zu anderen schweren 
nbelatanden führt. Perner ist es niclit notaendig, daB die Tone, aus 
welchen das Tonsystem bestelit, reine Tone seien, sie konnen vielmehr 
alle fmtpwiert,  das heiBt verfalacht sein, jedoch nur uin einen so 
geringen Bruchteil ihrer Schwingungszahl, daB die Verfilschung von 
dem menschlichen (Xehor unter den Lmstdnden, unter welchen man 
Musik zu machen pflegt, nicht mehi; wenigstens nicht mehr miBklingend 

1 
wuhrgerioninieri. werden kann, also z u n ~  Beispiel urn weniger ale 240 

der Schwingungszahl. 
1 

Wnruin P e t z v a l  gernde diese %ah1 24U gewalllt hat, bednrf einer 
1 

Erlnuterung. E r  behauptete, eine Verfilschung von der Schwingungs- 

zahl sei selbst l ~ e i  den empfindlichsten Intervallen, die Oktave nicht 
ausgenorrimen, auch durch das feinste iiiusilralische GchGr iinter solchen 
Urnstinderi, unler welchen mari Musili zu rnachen pllegt, nicht mehr 
wahrzunelinien. Nur ini Unisoiio ist auch eine noch geringere Ab- 
weichung von der lteinlieit unschwer zu entdecken. Er beweist dies 
durch folgeride Betrachtuiig. 

E s  kann allen Musikern unwiderleglich nachgewiesen werden, da8 
nicht nur sie, sondern auch alle ihre Vorgiinger falsche Intervalle, und 
zwar niçht nur falsche Terzen und Quinteri, deun dies wiirde sich von 
selbst verstehen, sondern auch falache Oktaven, und zwar falsch uin 

1 
wenigstens - bald iin positiven, bald iin negativen Sinne irn eigenen 

240 

und freniden Spiele geduldet hüben, und zwar ohne Not, denn sie 
hatten ohne alle Muhe und Kosten diese falschen Tone auch ver- 
nieiden und durch reine Oktaven ersetzen künnen. Da sie dies aber 
nicht tsten, blcibt nichts anderes..iibrig, als nnzunehmen, daB aie diese 
falsclien Tone gar nicht beinerkt liaben. DaB wirklich eine Ver- 

1 
falschung von - in der Musik ohne Not bis heute noch geduldet 

240 

wird, zeigen alle Saiteninstruiliente, wclcho in Bünde geteilte GriE- 
bretter haben, wie Zitliern, Guitaren, Lauten usw. Wird bei diesen 
Instruilienten eine Saite auf das Griffbrett niedergedrückt, so wird da- 
durch ihre Spannung etwas verpBBert, mithin der Ton erhoht. Bei 
dem gewohnlich vurkoiiiriienderi Abstünde der Saiten voin GriIfbrette 

1 
betriigt diese Sonerhohung etwa 240 der Schwingungszahl oder auch 

Raitenlinge, kann aber auch bedeutend grGBer werden. E s  scheint 
n u ,  daB bei der Verfertigurig der ervten Inutruinente dieeer Art ttuf 
die eben beeprochene Wirkung keine Rücksicht genoinmen worden ist, 
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ntitige Zeit zur Verfügung steht, kann seine Messungen mit vie1 gr6Berer 
Genauigkeit vollbringen, als der bloB auf sein AugenmaB Anpwiesene, 
dem noch üherdies keine Zeit ziir Heobachtung gcgonnt ist. Dies i d  hier 
beiliiufig der Sachverlialt. E s  besteht ein groBer Unterschied zwischeu 
sorgfdtiger Tonmessmg und oberfliichlicher Tonsehatzung, und wer 
Musik hort, kann nicht memen, sondern nur  oberfliichlich schiitzen. 

Kehrcn wir zum eigentlichen Gegcnstandc wieder xiiriick. 
Wer  also eiii neues Tonsystem entweder bilden oder über ein 

solches ein gegründetes Urteil f d l e n  will, der muB sich offenbar drei 
Fragen bearitworten konnen: 1. welche Tongruppen oder Tonfolgen 
klingen gut, was klingt besser, was klingt :mi allerbesten und unter 
welchen Uiristiinden ist der hochste Wohlklang zu erzielen? 2. wie 
gr08 ist die Empfindlichkeit der einzelnen Intervalle gegen Verfilschungl 
und 3. welche Tonverbindnngen besitzen irgend einen angcbbaren 
psychischen Charakter, und sprechen demzufolge eine dern Geli6r leiclit 
erfaBbare musikalische Sprache'? 

Was die zwei ersten Fragen anlangt, so wird man vermiitlich 
meinen, daB die rriehrere tausend Jahre t l te  Miisik dieselben bereits 
langst wird beantwortet haben; man wird ferner vermuten, da5 die 
Letzte Frage die meisten Schwierigkeiten bietet, und deshalb entweder 
gar nicht oder bisher nur unvollstiindig crledigt Sei. Man tauscht sich 
indessen hierin vollst~ndig. Gerade über die dritte Frage missen mir 
das meiste, denn wir besitzen einen wertvollen, von E u l e r  aufgestellteii 
allgemeinen Sntx, der klar und bestimmt sagt, welche Intervalle und 
Toriguppen i r r i  :tllgenieinen einen angebbareu psychischen Cbarakter 
haben, wahreiid hinsichtlich der beiden ersten Fragen P e t z v a l  be- 
hauptete, daB man damals in musikalischen Kreisen noch inmer nicht 
einig war über das, was wohl klingt, sowie auch über das, was empfind- 
lich und empfindlicher ist gegen Verfülschung. Es schien ihin dies 
nm besten aus den Antworten der Musiker hervorzugehen, die in der 
Regel etwa f'olgenderinaBen lauteten: 

,,Die edelste uiid vollkommenste, d. h .  wohllilingendste Konsonnnz 
ist die Oktave. Sie ist daruin such so empfindlich, daB sie nicht die 
allergeringste Verfiilschung vertragen Bann und ganz untemperiert und 
vnllkominen rein hleihen mu8. Nach ihr  ist die Quinte die edelste 
uud vollkommenste Konsorianz; sie vertriigt darom auch nur selir 
geringe Verfalschungen und darf nur BO wenig als mliglich temperiert 
werden. D a m  komnien die Terzen; sie sind vollkommene Konsonanzen 
und konnen und müssen ailch temperiert werdcn bis eiim Heulcn. Die 
Septinien sind Dissonamen, kommen mithiri auch nur in dissonanten 
Akkorden vor." 
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P e  t z  va l  hat die Wiclersprüche, welche in diesen Ansichten liegen, 
eingehend widerlegt und hat auf die k'ragen selbst die zutreffenden 
Antworten gegeben. Schon iin Anfange ist hier eines hochst michtigen 
Prinzipcs der ETarmonielehre Ehwiihnung grschehen, welches er das 
Prinzip der angeniiherten Aquivalenz der Oktaven nennt, und welches 
er so formuliert hat: Jeder Ton bildet mit allen seinen hoheren und 
tieferen Oktaven eine Reihe von Tonen, die nach dem Urteile des 
menschlichen Gehores cinander in hohem Grade iihnlich sind, dergestalt, 
daB man in einem jeden Tongebilde, z. B. Akkorde, einen von ihnen 
für den anderen setzen kann, ohne den Charakter dieses Tongebildes 
wwrntlich zu Indcrn. Es  werden deshalb anch alle diese T h e  der 
ganzen Oktavreihe mit derriselben Narnen belegt und mit deniselben 
Ruchstaben bezeichnet. Die Richtigkeit dieses Satzes wird von 
d e n  Harmonielchrern ohne Unterschied anerkannt, wiewohl sie den- 
selben nie so aussprechen, sondern gewijhnlich in andere Worte 
kleiden. 

P e t z v a l  wollte diesen Satz vorderhand als Ergebnis der Er- 
fahrung hingestrllt wisscn, und meinte, daB die Zeit vielleicht nicht 
mehr ferne sei, wo man ihn aus dein griindlich und erschopfend be- 
kannten Baue des menschlichen Ohres mit Bilfc der inathcmatischen 
Analysis ableiten wird. 

Schon in seiner Theorie der Sclimingungen gespannter Saitenl) 
liat P e t z v u l  den Satz aufgestellt, der hier brauchbar ist, niimlich: 
Wenn eine gespannte Saite durcli die Schwingungen des Mittels, in 
wclchem sie sich befiildet, zum Schwingen angeregt wird, so schwiiigt 
sie alle ihr entsprechenden harmonischen T h e  und ihre Oktaven auf 
di~selbe MTeise, d. h. Ton und Oktave Leide ohnc Schwingungsknotm, 
d e r  mit derselben Anzahl von Sçhwingurigskrioteii, die sich an der 
selben Stelle befinden. 

Da das Gehororgan auch ein System in einein widerstehenden 
Mittel schwingender Saiten oder Fnserii ist, oder sein soll, dic durcli 
die Schwingungen dieses Mittels selbst in Dewegung gesetzt werdeii, 
so ist nur noch übrig, zwischen den Identitiiten der dynamischen Er- 
schcinung iind der sinnlichen Wahrnehmung einen Zusammenhang 
festzustellen. Damit wird dann das Prinzip der ~ ~ u i v a l e n z  der Oktaven 
eine Festigkeit gewinnen, die es den inathematisch bewiesenen Satzeii 
an die Seite stcllt. Dioses Prinzip hat daher mchr für sich, als dns 
übereinstinimeride Zeugnis aller Musiker und EIarmonielehier, und der 
in der Kunst eingefühi-te Gebrauch. 

1) Tlenkschriften der Akademie d. W. in Wien, 1869. 
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Aus ihm folgt unmittelbar, dnB, wenn Quinte, groBe Terz und 
kleine Terz Konsonanzen sind, auch Quarte, kleine und groBe Sexte 
iihnliche Konsonanzen von beinahe demselben Grade und psychischen 
Cliarakter des Wohlklanges sein müssen. 

Dies veranlafite auch P e t z v a l ,  die konsonanten Intervalle nicht 
in vollkommene und unvollkommene, sondern in  Urintervalle und Ko- 
intervalle cinzuteilen. Zu den Urintervallen ziihlt er die ersten Ober- 
t h e  des Grundtones mit ihren Oktaren und die kleine Terz. Hier 
folgeri sie mit ihren Schwingungszahlen: 

Oktave Quinte groBe Terz kleinc Terz Septime 

C c C G C E C Es C A,is 

t 2 c  t â t  S ? f  4 t T c  f 7 F  4 b'  
G 

Die zweite Gruppe bilden die Kointervalle, d. h. diejenigen, welche die 
Urintervalle zur Oktave ergiinzen, d. h. welche man ans den Urinter- 
vallen erhilt, indem man statt des Grundtones seine Oktave setzt. 
Sie heiBen 

Einklang Quarte kleine Sexte groBe Sexte überm. Seknnde 

Da sie allc aus den Urintervallen entstanden sind dadurch, da0 
man anstatt eines Bestandtones seine Oktave gesetzt hat,  und da dies 
verinoge des Gesetzes der angeniiherten ~ ~ u i v a l e n z  der Oktaven den 
Charakter der Tonvcrbindung nur unwesentlich eu Kndern veruiag, so 
ist die auf diesern Wege aus der Quinte hervorgegangene Quarte riahezu 
ebenso konsonant und vermutlich auch beinahe ebenso empfindlich 
gegen Verfilschung. Ebenso ist die aus der groBen Terz abgeleitete 
kleine Sexte eine Konsonanz von Zhnlicheni Wohllaute und demselbeu 
psychischen Charakter, d. h. beide sind heitere oder Dur-Konsonanzeii, 
und besitzen beinahe dieselbe Empfindlichkeit gegen Verfilschung. 
Die aus der kleinen Terx hervorgegangene groBe Sexte ist aber so wie 
diese eine Moll- oder schwermütige Konsonanz, und die übermafiige 
Sekunde hat in allen Stücken Ahnlichkeit mit der reinen Septime. 

Kicht nur in einem reinen, sondern auch in einem temperierten 
Tonsysteme haben die Uriiitervalle mit den ihncn entsprechenden Ko- 
intervallen durchaus einerlei Eigenschaften, so zwar, daB aie itucli 
eiuerlei Verfilschungen erleiden müssen. I n  der Tat, nennt nian die 
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Temperature11 der Quinte, grouen und kleineu Terz nnd Septime in 
einerri uolchen Tomysterrie der Reille nach: 

q = l + x ,  T=l+O, t = l + ~ ,  s = I $ G ,  

unter x, O, z und G sehr kleine Brüche verstanden, welche die Ver- 
filschuligen dimer Intervalle in Teilen der eigenen Schwinguiigszahl 
bezeichuen, so sind die Urintervalle mit ihren Schwingungszalden: 

Olrtave Qninte grone Terz lileine Terz Septime 

C c  C G C E C 8 s  C Ais 

also ihre Verf%lscli~~ngen beziehentlich: 

Die ihnen entsprechenden Kointewalle werden: 

Einklsng Qiiarte kleine Sexte groBe Sexte iiberni. Sekiinde 

c c G c E c E s  c Ais c 
3 5 7 

2~ 2~ (1 + ~ ) t ;  2 f  - ( l + e ) c e c  4 : (1+. )~2:  z ( ~ + a ) ~ 2 :  

oder alles auf den Grundton reduziert: 

c c G c E c E t  c Ais c 

Da 2, O ,  z und G sehr kleine Brüche sind, so wird man ihre Quadrato 
gegen die Einheit vernachlassigen, und die vorliegeriden Verhaltnis- 
zahlen schreiben konnen: 

c c G c E' c 13s c Ais c 

f f 
4 8 5 8 

f , t ( l - x )  5 $(i-e) 5 3 5 ( 1 - 4  5 ? 5 ( 1 - 4  

Die Verfilschiingen dieser Tntcrvallt: sind hier bexiehentlich: 

Sie sind also dieselben Rruühteile der betreffenden Schwinguriguzahlen, 
wie bei den entsprechenden Urintervallen, nur mit anderem Vorzeichen. 
Es ist hier vorausgesetzt, da8 man die Oktaven untemperiert lal3t. 
Würdf: man auch diese in eineni gewissen Grade verfilschen, so ware 
die Kongruenz zwischen den Urinterrallen und Kointervallen aufgehoben, 
und es würden d a m  die ersteren andere Verfilschungen erleiden als 
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die zweiten, was sich allenfalls durch eine verschiedene Einpfindlichkeit 
dieser Intervalle motivieren liele, die (lem Prinzipe der ~ ~ u i v a l e i i z  der 
Oktaven zu widersprechen schieiie. Es  scheint, daB man den ScllluB 
auch umkeliren und sagen künnte: Da iii der Musik allgemein die Ok- 
taren als unverletzlich angesehen merden, so besitzen alle Urintervalle 
mit den eiitsprechenden Kointemalleii einerlei Empfindlichkeit gegen 
Verfilschung, wiihrend andernfalls das Temperieren der Oktaven riitlich 
erscheinen konnte. Hiemit ware die Unverletzlichkeit der Oktaven 
vie1 ungezwungener begründet, als durch die Bnnahme einer unend- 
lichen Empfindlichkeit, von deren Unmtiglichkeit wir uns oben über- 
zeugt hahen. 

Der wesentliche Nutzen dieser Betrachtungen besteht darin, daIJ 
inan bei der Berechmmg eines jeden Tonsystems nur die Urintervalle, 
niimlich Quinte, GroBterz, Kleinterz und Septime ins Auge zu fasseu 
hat; gelingt es, diese wohlklingend zu gestalten, so sind aitcli die ihnm 
entsprechenden Kointervalle, niimlich: Quarte, Heine Sexte, groBe Sexte 
und ÜberniaBige Sekunde, in derselben guten Eigenschaft vorhanden. 
Nur bei der Oktave iind deni i h r  entsprechenden Kointervall, dein E i i -  

klarige, st6Bt man auf eine ernste Schwierigkeit, eirien unlosbai-en lo- 
gischen Widerspruch. Nach dern Prinzipe der ~ ~ u i v a l e i l z  der Oktavcli 
namlich sollten Einklang und Oktave ganz einerlei psychischen Charakter 
tragen, i d e m  der eine aus der ailderen entsteht, dadurcli, da8 mari deil 
einen Bestandton des Intervalls durch seine Oktave ersetzt. Nun ist  
aber, wie oben nachgewiesen, der Einklang keine Konsonanz, sonderii 
nur l'o1lcc~s2iirkung~ mithin sollte nach dern Prjnzipe der ~quivalenz 
der Oktaven auch die Oktave keine Konsonanz sein, sondern eiiie Ton- 
verstarkung. 

III. Bildung der Tonsysteme. Einteilung in zwei Klassen, 

B& der Bildung eines Tonsystems wird man am besten von einer 
hestimmten Tonreihe, wom6glich von einer Reihe musikalisch aquidis- 
tanter Tone, ausgehon und aus ihr diejenigen T h e  in fiysteniatischrr 
Weise auswahlen, die man zur musikalischen Praxis zu benotigeii 
glaubt. Eine solche h i h e  aquidistanter Tone ware zwar aiicli die 
Iteihe der Oktaven; cliese ist aber iinbrauchbar, weil sie nur eineti 
einzigen Ton und kein Tonsystem vorstellt. 

E s  bietet sich zunachst die Quintenreihe dar, und in der Sat ist 
man zu allen Zeiten, durch einen glücklichen Instinkt geleitet, in der 
Musik von eirier ILeihe reirier Quinten ausgegangen. Da sich diese alte 
Gepflogenheit wissenschaftlich rechtfertigen Mt, so sol1 auch hier davon 
nicht abgegangen werden. 
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Diese uiiendliche Quintenreihe bildet niaii nach alterri Brauche aiis 
der folgenden siebeutonigen fuiidamentalen Qiiintengriippc: 

idem man aie na,ch rechts und liriks auf folgencle M7eise fortsetzt: 
1. Uni sie nach rechts iris Unendliche fortzuseteen, fügt man, bei F 

anfangend und nach rechts fortschreitend, zu jedem Tone sowohl der 
Furidamentalpppe, wie auch ihrer bereits niedergeschriebcnen Fort- 
~ctaiing die Endsilbe is eu. Man eriiklt so: 

F, Cl G ,  B, A, h', 13, Fis, Cis, Gis, Bis, Ais, 3is ,  Bis ,  P'isis, Cisis, 
Gisis, Disis, Aisis . . . 

2. Urn die E'ortsetzurig derselben Reihe iiacli liilks i r ~ s  Uiiendliühe 
zu erlialten, fiigt man zu jedem Tone der E'uudamelitalgr~ippe, bei H 
anfangend und nach liiiks fortschreiterid, die Endsilbe es zu, und schreibt 
den so erhaltenen Ton als li:ortsetzung der Reihe an die liiike Seite. 
Und dles tut man bowohl bei den Touen der Fui idarnental~~up~ie ,  81s 
aiich bei der bereits erhaltenen Fortsetziing, nur daB anstatt Hm nach 
eiilern alten Gebrauclie der Buchstabe U gesetzt wird. Es  ergibt sich so: 

. . ., Eses, L'es, liés, C%s, Ges, Des, As, Es, B, P, 6: G, D, A, 3, W .  . . 

Vi7iewohl hier von diesen alten, ziemlich einfaclien niusikalischen 
Renennuiigen auch Gebrauch gemacht werden soll, so ist doch fiir die 
voiliegcnden Zwecke noch eine andere, der konibirlatorisch-ttritlinietisclien 
Retrachtung besser zusagende notig, welche unmittelbar den Ort er- 
kenneii EBt, an dem sich ein Ton in der Reihe befindet. Es soll 
niindich der Grundton mit der Schwiiigungs~ahl I; Q ,  austatt C: heiBen; 
seine Quinte G soll mit QI, die zweite Quinte D soll mit Q,, und 
ebenso die dritte, vierte, fünfte . . . r" Quinte mit Q,, Q,, Q, . . . Q, 
bezeichuet werden. Die nach rückwiirts fortgesetzte Keihe dieser 
Quinteri ist die Quartenreihe 

F, U, Ils, As, Des, u. S. f. 

Diese Tiinr solleii der Reihe nach mit 

Sind dies niin reine Qiiinten und Qiiarten, so erhiilt man die 
Schwingungszahl einer beliebigen unter ihnen aus der zuniichst voi-an- 

3 
gehenden durcli Multiplikation mit %, somit aus der folgenden durch 

2 
Multiplikatiou mit Mithin enthiilt folgende Formel die in Rede 
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stehende Quintenreihc mit, ilirer iniisikalisclien und aritlimetischen 
Nunieriklatur und deil entspreçhenclen Schwingungszahlen in 3 Zeileri: 

Unt,er dirscn Sohwingungszahlen liegt nur eine zwischrn 6 und 25;  
allen anderen entsprechen Tone, die auBerhalb des Grundtones Q, = C -  f 
und seiner hoheren ersten Oktave liegen. Da man es aber liebt, in 
dieser ersten Oktave den ganzen Tonreichtum beisarnmen vor Aiigen 
zu haben, so reduzieït man die übrigen Schwingungszahlen auf die 
erste Oktave dnrch ein- oder mehrmalige Multiplikation oder Division 
diirch 2, was, wie wir wissen, den Namen des Tones nicht andert. 

3 =  9 
Zurn Beispiele: Q, hltt die Schwingungszahl = i, was gr6Ber ist 

als 25; wir dividieren daher einmal durch die Zahl 2 und schreiben 
3 3= 9 

anutatt der der Schwingiingszalil 2 4  f die andere 2, f = f. Allgemein 

3' 
wird statt der Schwingiingszahl irgend einer Quinte Q,, welche gleich -t 

2' 
3' kt, behiifs der Reduktion auf die erste Oktave f gesclirieben, wobei 
za 

3' 
a > r und su gewahlt ist, daB 1 < - < 2 ausfallt. 

za 
Ahnliches gilt auch von der naüh links fvrtgesetzten Quintenreihe; 

auch ihre Tone führt man auf die erste Oktave zurück durch ein- oder 
mehrmaliges Multiplizieren der Schwingungszahl mit 2. DemgemiiB 

2 
schreibt man bei Q-, anstatt - t; lieber die zwischen t; und 2 f liegende 

3 
2 4 

Zahl = 5, und ebenso bei den übrigen, so daB allgeniein die deni 

zr 2P 
Tone Q-, angehürende Sohtvingungszahl - 5' in eine andere - f urn- 

3r 3' 
Z P  

gewandelt wird, wobei > r und so gewahlt werden muB, daW 1 < - < 2 
3' 

wird. 
Die in Rede stehende Keihe reiner und auf die Oktave xurück- 

geführten Quinten geht hiemit über in: 

. . . . . . . . . . BS, R, F, C,  G, n, A , . . . . . .  - . . -  
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Diese Reihe der reinen Qiiinten ist es, auf welcher die hier angefiihrte 
inusikalische Nomenklatur vorziigswi~ise hcrnht; unci wenri in manchen 
Tonsystenien auch e i n  Tc)n mit einer anderen Schwingungszahl diesen 
musikalischen Namen, etwa A, I?, usf. tr igt ,  so wird stets angenommeii, 
tlaB dies uicht der echte, reine Ton A, E . . . sei, sondem der temperierte. 
Hier sei aiich beinerkt, daB die entwickeltc Iteihe reirier, auf die erste 
Oktave rednziertcr Quinten glciclizeitig die :tuf die erste Oktave redii- 
zierter Quarten darstellt, weil die Tijne der aufstcigenden reiiien Quiiiten 
der Keihe nach mit den T6nen der absteigentlen reiiien Quarten und 
iinigekelirt, die ahsteigenden Qilinten mit den aufsteigenden Quartmeil 
gleiche Beriennurig hahen. So hat z. B. die r fC Quinte nach aufwiirts 

3" 
genoinnien die Schwingungszahl - die pJc Quarte iiach ahwarts die 

2' 

Schwingungszahl 3 r -  dividiert man die erste diirch die zweite, so e f i i l t  
4' ' 

man 2r. Die heiden Tone liegen um r Oktaven auseinander, tragen 
also gleiche Benennung. 

Weil ciiese Reihe der reincn Quinten für den Tonforscher von 
groBer Wiclitiglreit ist, hat P e t z v a l  die Quinten und Quarten für je 
158 T h e ,  und zwar auf 6 Deximalen berechiiet, in Tahellen zusammen- 
p t e l l t  Diese sind indessen verloren gegangen. Ua aber in der Ab- 
handlung wiederholt darauf hingewiesen wird, war ilire Wiederherstelliing 
notwendig.') 

Die Tabellen A und 3, die sich am Schlusse der Ahhandung be- 
finden, enthalten also in der ersten Spalte die Quintenbezeichnung mit 
ihren Stellenzeigem, in der zweiten den arithmetischen Wert, in der 
dritten die Schwingungszahlen und in  der vierten die musikalische Be- 
nenniing. In der zweiten Spalte lnasen die Exponenten der Ziihler 
und Nenner zugleich erkennen, wie oft die Schwingungszahl des zu- 
gehorigen Tones behufs der Zuiückfiihrung auf die erste Oktave durch 
2 dividiert oder damit multipliziert worden kt. Man bat niimlich bei 
den Quinten von dem Exponenten des Nenners jenen des Ziihlers, und 
bei den Quarten von dem Exponenten des Zahlers jenen des Nenners 
abzuxiehen. So haben z. B. bei der Zuriiekfiihrung des Tones Q,, = Hih3 
41 - 26 = 13 Divisionen durch 2 stattgefunden; deogleiclien hat der 
Ton Q-,, = Es4 39 - 24 = 15 Multiplikationen mit 2 behufs Zurück- 
führung auf die erste Oktave erfordert. 

Bei der in der vierten Spalte vorkommenden musikalischen Nomen- 
klatur hat der Raumersparnis wegen eine Bezeichnung mit Exponenten 
-- 

1) Die Berechnnng hat Hem V i k t o r  S t a d l e r  in Wien nach den von P e t z v s l  
hinterlaseenen Angaben beeorgt und aie zuglcich auf 400 Tone ausgedehnt. 
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stattgefunden, wobei der angeliiiiigte Expoilent arideutet, wie oft die 
Silbe is oder es in der Tonbestinimung vorkommt. So ist z. B. fis3 
gleichbedeutcnd mit Elsisis, und Ces4 gleichbcdeutend niit Ceseseses. 

Wiewohl es nun in der geilannten Quinterireihe der Zahlen und 
Toile unendlich viele gibt, und wiewohl sie alle zwischen 5 und 2P fallen, 
das heillt iin Bereiche einer Oktave eingegrenzt siiid, so sind doch alle 
voneinander verschieden, nnd es koniien auch nicht zwei g1eii:ho unter 
ihnen vorkomnien. 

Nimmt man niiiiilieh an, es seien 2 gleiche Quiliten, Q, = Q, +,,, 
vorhanden, so wiire notwendig 

Folglich wiire eine diirch 3 teilbare Zalil gleich eiiler durch 3 niçht 
teilbaren, wa8 nicht sein kam.  

Anders verhalt sich die Sache, wenn man anstatt der reinen Quiuten 
temperierte setat; sind dies gleichschwebend temperierte, so werden S i e  

RUS deil reinen (5) erhalten durch Multiplikation mit eirier Potenz der 
allen genieinsaineii Temperatur q, deren Exponent gleich dem Stellen- 
zeiger des Tones ist, d. h. die Heilie ternperierter Quinten ist: 

heit 
man 

(7) 

Hier 1iBt sich durch schickliche Wahl des Faktors q die Gleich- 
zweier Tone bewerkstelligen, denu man erhiilt Q, - Q,+,,,, weiiii 
y so wiihlt, daB 

wird. 
Wiewolil dies von allen Tonen gesagt werden kaiin, so ist duüh 

- ~ 

nicht aiif3er Acht zu lassen, daB q nur clanri eine wirkliche Temperatur 
bedeutet, wenn es wenig von der Einheit verschieden ist; mithin darf 
aiich q'" nur wenig von der Einheit abweichen, und miissen die Zahlen 
3' 3r+m 
- und - nahezu einander gleich, also auçh die reinen Quinten Q,  
za 2Y 

und Q r + ,  nahezu dieselben Tone sein. 
Hat  man aber im Verzeichnisse der reinen Quinten zwei nalie 

gleiche Tone entdeckt, und durch schickliches Temperieren einander 



gmz gleich gebracht, so zieht dies die Gleichheit sehr vieler anderer 
T h e  nach sich, daB d a m  nur eine Gruppe neheiieiiiander steheniler, 
in beschriinkter Anzahl vorkoriimender Quinten ührig bleilst, die sich 
periodisch in derselben Orclnimg wiederholen. In der Tat, wiire fiir ein 
von der Einheit wcnig verschiedenes y geworden 

3 
so erhielte man, wiederholt mit q multiplizierenrl: 

Also nur die nufeinander folgenden nb T h e  Q,,'Q,+i, . . -, Q,.+,,-I . ., 
werden voneinander inoglicherweise verschieden sein, die folgenden 

gr+ rn, Qr +?,, + . . - Qr+ aber sind mit den friiheren Ton fiir Ton 
identisch. Von Q, +,, an bis Q,, ,,-, wiederholen sich dieselben T6ne 
zum zweiten Nale, und so geht es fort ins Cnendliche in beiden Richtungen. 

Xan hat mitl-iin ein geschlossenes, zuriickkehrendes, nur aus m Stufen 
hestehendes Tonsy6teni. Orrlnet man die TGne desselben nach der GrOBe 
ihrer Schwingungszahlen, so bilden diese letzteren eine geometrische 
Progression, sind mithiii im nlusikdischen Sinne iiquidistant, n a s  sich 
auf folgende Art heweisen IiiBt. Man nenne die SchwingungszahL des 

3' 
Tones &, 1 ,  sodaB 1 = + qrc ist, wnbei y den aus der Gleichung (7) 

gezogenen Wert, nimlich 

liedeutet. Da q sehr nahe der Eiliheit gleich sein rriiifl, so liegt dieser 
3 y - a - n b  

Wert von -?y offeiibar zwischen 1 und 2, mithin der Exponent 
?Pb 

zwischen O und 1, clas heiBt, es ist 

5 
und - ein echter, positiver Riuch, melcheii man sich auf die kleinste 

In 

Benennung gebracht denken kann. 1st er einer Reduktion fahig, und 
' 2' 

verwandelt er sich vcrmoge dt:rselben in ,,$, , wo X'  < x, qn' < m kt ,  so 
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ist dies ein Zeichen, d;iB es eine nalier an Q, liegende Quinte, namlich, 
Q,+,,, gibt, welche ebenso wie Q, +,,, mit dcrselhen Temperattir q der 
Q, gleichgemacht merden kann. Da nun ~i icht  anzunehuien ist, daH 
inaii einen von Q, sehr weit abliegenden Ton eineni niheren vorziehcn 

x 
wird, so kann stets vorausgesetzt werden, da8 llL ein echter, der ferneren 

T<ediiktion iiiifdiiger Bruch ist, also z und m relative Priinzahleri sind. 
Uni nun die aus m Stiifen besteliende Periode voneinander verschiedener 
Toile, namlich 

Qr, Q r + i >  Q r + z >  . - Qi+n, . . .i Q r + w - i  

zu erhalten, riiultipliziert mail die Sçhwingiingszalil von Q, wieder- 

und erhalt hiemit zunachst die Zahlenreihe 

zu diesem 
unherührt 
2 zu divi- 

die aber auf die erste Oktave zurückzuführen ist. Man hat 
Behufe die zwischen und 25 fallenden der obigen Zahlen 
zu lassen, die anderen aber durch eine solche Potenz von 
dieren, daB sie dadurch ebenfalls zwischen diese zwei Grenzen ein- 
geschlossen werden. 

Mit  anderen Worten, man hat von den Exponenten 

die Einheit so oft abzuziehen, bis ein echter Bruch iibrig bleibt, oder 
was dasselbe ist, man hat jeden Ziihler wie hx durch den Neiriner U L  

zu teilen, was einen Quotienten p und Rest g <  m gibt, soda$ 

wird. Diesen Quotienten p hat man dann wegzuwerfen, und anstatt 
h x 0 

des Exponenten - nur - zu setzen. Nuil laBt sich aber beweisen, 
nz ni. 

daB, wenn man die Zahlen 

alle durch m dividiert, man bei diesen - 1) Divisionen lauter ver- 
schiedene R'este erhalten wird. In  der Tat,  nimmt nlan an, h x  und 
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kx geben, durch 
Gleichungen 

woraus 

111 geteilt, eixerlei Rest g ,  so hat man die zwei 

l~z=?YLp + Q, 
lm = ,??zP' + g,  

( k  - h) x - na !:p ' - p). 

Dies ist aber eine unnitjgliche Gleichung, weil die rechte Seite durch 
m teillmr ist und die linke nicht. Da niimlich und x der Voraus- 
setzung nach keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen, so müBte 
(1; - h) durch nz teilbar sein, was nicht sein kaiin, weil k < m urid 
IL < nc, mithin um so mehr k - h < m ist. Die Reste dieser jm - 1) 
Divisionen sind also alle voneinander verschieden und alle kleiner als 
der Divisor m,  mithin sind diese Reste offenbar: 

Dies gibt definitiv die Schwinpnpzahlen der untor (11) genannten 
Tüne geordnet nach ihrer HCtle: 

Sie bilden also eine geometrische Progression, deren Exponent 
1 

2% Zmfi ist, und sind daher im musikalischen Sinne iiquidistant. 
Hiemit hiitten wir ein in sich eurür:kkehrcndes, gleichschwebend 

temperiertes und nur aus m Stufen, die eine geometrische Progression 
bilden, bestehendes Quintensystem erhalteii dadurch, daB wir zwei den 
rcinen Schwingungszahlen nach sehr iihnliche Quinten durch schick- 
liches Temperieren ganz gleich machten, Q, - Q,+,. Da hieraus 
QrP1 = Qr+m-i folgt, so liiitte man, von dieser Gleichheit ausgehend, 
genau dasselbe Quintensysixm erhaltun. Ebenso h'ritten auch die 
r*leichungen 

Q r - 2  = Q r + m - 2 7  Qr-3 = Q r + m - S r  Y m  

zu demselben Syotem geleitet. Mun kann sich daher darauf beschrknken, 
zum Grundtone Q, mit der Schwingungszahl t; einen Reinton Q,, mit 
einer Shnlichen, von t moglichat wenig abweichenden Schwingiingszahl 
zu suchen. 

Es hat zwar ein Tonsysteiu nicht nur Quinten, sondern auch 
Terzen, groi3e und kleine, und Septimen zu enthalten, auf welche 
letztere de* auch entsprechcnd Itüiksicht eu nehrnen ist. Alleiii es 
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gibt zahlreiche Musiker, die auf moglichst reine Quinten einen be- 
sonderen Wert legen, die anderen Intervalle weit weniger beachtend, 
und die ein vorgelegtes 'I'onsystern, wenn auch nicht aiisschlieBlich, so 
doch vorzugsweise nach der Reinheit der Quinten beurteilen. Die 
mathematische Analysis, die hier nur Hilfsmissenschaft ist und schoii 
deshalb allen Ansprüchen womoglich gerecht zu werden versucht, legt 
sich, um vor allcm dieseri Quintenpiiritanern eu genügen, die folgeiide 
Frage vor: Welche  sincl die gescldossene?z Quintensysteme, dze sich dzwcli 
b~sulzdere Reinl~eit, (7. h. cZtwc1~ einen cler Einheit sehr .~zalien Wwt iker  
Tew2wntur q azrszeichnen .z 

In der ziir Reutiriiniuiig der Teiiiperatur q :tufgcstellteii Gleichurig 
(8), d. h. 

setzen wir y = 1 und erhnlteii 

vergessen aber nicht, daB x nnd n i  teilerfremde gaine Zalilen sein 
müssen. 

Die Gleichurig (14) gilrit: 

x log 3 - 4771213 1=-~-:- 
?n log 2 3010300 

1. 

Entwickelii wir diesen Bruch in einen Kettenbruch, so siiid desseii 

Niiherungsbrüche offenbar Werte von 5 die der gevtellten Porderurig 
m 

geriügen. 

Diesen Kettenbruch samt den Naherungsbrüchen und den Stelleii, 
wo der Kettenbriich 
folgcndc Formel: 

abgebrochen diese Niiherungslrirüche gibt, enthilt 

x - l  - - -- 
'ln 1 
'+y 

l + -  
. . . . . . . . . .  2 + 
. . . . . . . . . . . . .  
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Z 
Die Niiherungswerte von sind also der Reihe nach: 

und es ist ~ U R  ihilen ersiçhtlich, daB die fdgeiidcn reitien Quinteri in 
schr nahcr und stets nalicrer Verwandtschaft ihrer Schwiriguiigssznlileii 
mit dem Grundtone stehen: 

Ihiieri entspri~igen der Reille nach eiii 

5-, 12-, 41-, 53-, 306-, 665-stufiges 
Tonsystem. 

Diese Tonsystenie bestehen alle aus in geoinetririchen Proi 
gressionen fortschreitenden Tonen. Die Exponenten dieser Pro- 
gression siud beziehentlich 

Jedes dieser Tonsysteme hnt seine eigene Qui~tenteinperat~iir q.  
Uiiterscheidet mari diese Temperatureri durch die Stelleneeiger der ihiien 
zugruiide liegenden Quinten, sodafi sie beziehentlich heiBen 

95, gis? q417 9 5 3 ,  q 3 0 6 ?  % x 5 ?  . . .> 

so sind die zusaiiimengeli6rigeii Werte dieser reinen Qriinten und 
ihrer Temperatureri 

1 
Q,,, = 1 .O00 1026 f, acs =. 1 - 0.00000007 = 1 - 14300000 

Sie werderi berechnet auf folgende Weise. Da man nicht y, = y,+,, 
souderri Q, = Q ,  gesetzt hat, BO ist r = O, mithin vermoge der Glei- 
chung (7) auch or = 0. 
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Dies macht xufolge der Gleichung (9) y = x $ n7, mitliin 

hierzu konimt laut (13) 

übergehend zu dein Logsrithniiis 

log Q,, = 915 log 3 - (s + vz) log 2 + log g, 

log = ($; + 1) log 2 - log a ,  

Von clen Iierechneten Logarithmen von Q, und q kehrt man dann zu 
den Zahlen mit IIilfe der Tafeln wieder zurück. Die zusammeu. 
gehorigen Werte von x und 111 sind in der Gleichung (15) ersichtlich. 

Die Semperatm der Quinte y konvergiert, mie man sieht, aiil3ei.- 
ordcntlich' rasch gegen die Eintieit, aber nur mit ebenso rascher Zu- 
nahme der Anzahl der Tonstufen. Schwerlich wird es nun jeinand bei- 
fallen, auf Q,, oder gar QSG5 ein Augenmork zu merfen, sondern es 
wird die allgemeine Aufmerlisamkeit zwischen q,, und yjs haften 
bleiben, und es wird wohl manchein bedünken, daB zwar 12 Stufen 
zu wenig, 53 clagegen zu vie1 seien. Daher d a m  der Wunsch rege 
werden dürfte, daB es zwisohen QL, und Q,, eine reine Quinte Q, 
geben intige, wo 12 < y < 53 ist, welche, dem Grundtone gleich gesetzt, 
zu einer Temperatur qy führt, die wenigstens nicht mehr von der Ein- 
heit entfernt ist, als q,, . Allein eine solche Quinte gibt cs eben 

7 31 . 
nicht, weil es keinen Bruch '- gibt, der zwischen - und i3 Iiegt, soda0 

Y 12 
7 Z 31 < < besteht, wahrend 7 < x < 31 und 12 < y < 53 ist. 

Y 
Wenn daher ein Liebhnber reiner Quinten aus irgend einem Giunde, 
mit dem 12stufigen Tonsysterne unzufrieden, ein mehrstufiges wünscht, 
ohne von der Reinheit der Quinten etwas einbüBen zu wollen, wird 
er zunachst auf das 53stufige verwieuen; ein anderes gibt es nicht, wie 
dies aus den bekannten Eigen~chaftcn der Kettenbrüche hervorgeht 
Das im Verzeichnisse (16) ehenfalls vorhandene 4lstufige System ist 
unbrauchbar, weil nach einem spiiter zur Sprache komineuden Grund- 



gmcttze bei allen Ton~ystemen die Temperatur der Quinte kleiner als 
eins sein muB, wiihrend q,, > 1 ist. 

IIinzugefügt kann noch werden, daB man samtlichen \Verten von rn 
und x auch das negativc Zeiühen beilcgen kann, wodurch kraft der 
Gleiühurig (13) die Ternperatur q gar keine &dermg erfiihrt, so daB 
man allgemein 

qm = qPm hat. 

Die Quinte y, hingegen geht dadurch in eine Quarte Q-, über, und 
es ist 

x 
Endlich gibt die Formel (15) nur die vornehrnsten Werte von -, denen 

m 

die der Einheit niichsten q und Q entsprechen; man kann sich aber 

aiis ihnen noch viele andere ebenfalls brauchbare - verschafkn, indern 
nz 

man aus den Brüchen der Gleichung (15) Mittelwerte bildet, die be- 
kanntlich erhalten werden, indem man von zweien oder mehreren der- 
selben die Lühler addiert, und die Nenner addiert, nachdem man die 
einen und die anderen vorher mit einer beliebigen Zahl rnultipli- 
ziert hat. 

Ein gutes Tonsystem benotigt aber nicht nur einer Reihe neben- 
einmder Liegender Quinten, die eine gesçhlossene sein kann oder nicht, 
sondern es braucht auch die dazu gehorigen groBen und kleinen Terzen 
und Septimen, rein oder temperiert, wenn das Temperieren einen wesent- 
lichen Nutzen verspricht. 

EY sollen also iliese Terzen und Septirrien verschafft werden, die 
wir von vornherein als temperierte annehmen wollen, weil der Über- 
gang von temperierten zu reinen Tonen leichter ist, als der von reinen 
zu temperierteri. Dieser Übergarig wird Gmlich dadurch bewerkstelligt, 
daB man die Temperatur = 1 setzt. Nennen wir die, allen groBen 
Terzen gemeinschaftliche Temperatur Y', ebenso die gemeinsame Tempe- 
ratur der kleinen Terzen t, die der siirntlichen Septimen s, wiihrend die 
gleichfalls gleichschwebende Temperatur der Quinten mit q bezeichnet 
bleiben soll. Legen wir uns ferner 4 Reihen von Tonen mit ihren 
te~nperierten oder nach Belieben auch reinen Schwingungszahlen vor, 
angeordnet in vier nebeneinander stehenden vertikalen Spalten, deren 
erste eine vorderhand noch nach beiden Seiten, nach oben niimlich 
und nnch unten, iinendlich gedachte Quarten- und Quintenreihe, die 
zmeite die zu ihnen gehorigen groBen Terzen, die dritte die kleinen 
Terzen, und die vierte die entsprechenden Septimen enthiilt, so er- 
qibt sich 

üeitachrift f. Mathematik u. Physik. 61. Band. 1904. 3. Heït. 21 
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Alle groBen Terzen heiBen T, die kleinen t, die Septimen S, zu- 
saniniengehorige Tone tragen einerlei Stellenzeiger und stehen anf der- 
selbeil horizontalen Linie; es ist alsn Q, der Gluilciton, Y', seine gr. 
Serz, t, seine kl. Terz, und S, seine Septime, or, P, y sind garize Zahlen, 
die man sich so gewahlt denken muB, da0 die betreffende Schwingungs- 
zahl des Tones zwischen S und 2[ fiillt, womit alle Tone der vier 
Vcrtikalreihen in den Bereiüh einer Oktave eingegrenzt werden. 

Sind diese T6ne alle rein, also alle Teinperaturen q T - t = s - 1, 
so sind sie auch alle, wie wohl ihrer in jeder Spalte unendlich viele 
vorhanden sind, mit zwischen S und 2c liegenden Schwingungszahlen 
voneiriander verschieden. DaB dies in der Ileihe der reinen Quinten, 
welche die erste Spalte enthalt, richtig sei, ist bereits nachgewiesen 
worden, mithin ist es auch richtig für die Zahlen in der zweiten, 
dritten und vicrten Spalte, weil sie die Zahlen der ersten Spalte ent- 

5 6 7  
halten, beziehentlich mit - - - multipliziert. Aber auch in  ver- 

4' 5 '  4 

schiedenen Spalten finden sich keine 2 gleichen Xahlen. Uenn nehmen 
wir an, es sci irgend eine der Terzen, etwa Tr gleich irgend einer 
Quinte, etwa Q,,,, so ware 

d. 11. eine durch 5 teilbare Zahl gleich einer anderen, die es nicht ist. 
Ebenso kann auch keinc einzige der reinen kleinen Terzen und Septimen 
unter den reinen Quinten gefunden werden. 

Anders verhilt sich jedoch die Sache, wenn man temperierte T6ne 
zuliiWt. E s  ist bereits erwiesen worden, dao, wenn man die Tcmpe- 
ratur q der Quinten so wahlt, daB zwei ihren Schwingungazahlen nach 
nahe verwandte l'one Q, und Q," vollstandig gleich werden, die ganze 
unenciliehe Quintenreihe in vollkommen identische mgliedrige Quinten- 
perioden zerfallt. Dasselbe gilt nun offenbar auch von den Zahlen der 
zweiten, dritten und vierten Spalte, wenn man &= Tm, to = t,n, S', = S,, 
setzt, sie zerfallen ebenfalls und zwar für denselben Wert von q in 
sich ins Cnendliche wiederholende, mgliedrige Perioden. Koch rnehr; 
hat man unter den reinen Terzen irgend eine, etwa Tm entdeckt, die 
irgend einer Quinte, etwa Q,,,, der Schwingungszahl nach sehr nahe 
komuit, BO wird mau durch schickliche Wahl der Temperatur ï' die 
volle Gleichheit der teniperierten T6ne herbeiführen konnen, und es 
wird dies zur unmittelbaren Folge haben, daB alle Terzen den auf- 
einanderfolgenden Quiriten paarweise, und Glied für Glied gleich 
werden so zwar, daB darnach die zweite Vertikalreihe genau gleich der 

Il * 
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ersten wird, u n d  nur um eine gcwisse Anzahl von Stufen gegen die- 
selbe verschoben. Niinmt man niimlich an, es sei für ein gewisses 1 

TT = Q r + R , ,  so ist auch 

s r .  6 y + m  - -qrT.  f = - qr+" . gr duo eu wiederholten- 
2a-1-2 2Y 

3 
malen mit zp multipliziert 

3'+ " 3'+"+2 
q + 2 .  Tg =. q r + m + p  - g, das heiBt: TT+, = &,+,+, USW. 

2 ~ +  

E s  zieht also die Gleichhcit zweier T h e  T, und a,+, uumittelbar die 
Gleichheit aller übrigen nach sich, und es ist folglich auch ganz 
gleichgültig, bei welchem Paare man die Gleichstellung vornimmt. Man 
wird also Y', = Qm setzen konnen, und das Ergebnis wird genau die- 
selbe Zahlenreihe sein, die auch T,. - Qr+m gibt. 

Dasselbe, was hier von den groBen Terzen gezeigt worden ist, 
liBt sich auch von den kleinen Terzen und Septimen beweisen. Bewirkt 
rnan namlich durch schickliche Wahl  der Ternperatur t oder s, daB 
irgend eine der kleinen Terzen oder Septimen irgerid einer Quinte 
gleich wird, so werden alle gleich, das heiBt sie sind simtlich unter 
den Quinten enthalten, und sind weder mchr noch weniger an der 
Zahl als diese. 

E'inden sich also endlich in der Quintenreihe Zahlen, die bezielient- 
lich den folgenden 

beinahe gleich geltend sind - und dies wird offenbar der Fa11 sein 
müssen aus demselben Grunde, weil der Quinten unendlich viele in 
dem gamen Bereiche einer einzigen Oktave eingeschlosserl sind - 80 

kann man die Temperaturen T, t und s immer der Einheit nahe und 
so wghlen, daB siimtliche groBe und kleine Terzen und Septimen in 
der Reihe der Quinten, zu welchen sie gehiiren, bercits enthalten sind. 
Hieniit ergibt sich aber die in einem Tonsysteme so wünschenswerte 
Allseitigkeit der Verwendung der Tone von selbst, indem man in der 
Quintengruppe allein zu einem jeden Tone als Grundton nicht nur 
Quarte und Quinte, sondern auch groBe und kleine Terz und Septime 
findet, und vielleicht noch überdies durch geeignete Wahl  der Tempe- 
ratur q das Tonsgstem zu schlieBen imstande ist. 

Hiemit wird aber der eigentliche Zweck des Temperierens erst 
recht in helles Licht gcsctzt, der nicht mehr ein bloBes VerfZlschw 



ist, um einen und denselben Ton zu zwingen mehrere Rollen xu spielen, 
soridem viclmehr in der Aufhebiing der Inkomrnensurabilit%t zwischen 
den Tonen liegt, mit welcher d a m  eine Iteduktion von einer unend- 
lichen auf eine m23ige Ancahl von Tonen, die nun das ganze unend- 
liche Tonreich vorstellen, verknüpft ist. 

Da somit alles darauf ankommt, die Zahlenwerte (18) in der Reihe 
der reinen Quarten und Quinteri in moglichster ~hn l ichke i t  zii ent- 
deoken, so mogen dieselben der klaren Übersicht halber wirklich 
berechnet folgen, aber nur mit 4 Dezimalstellen, weil eine groBere 
Genauigkeit zu den vorliegenden Zwecken nicht notwendig ist. Zu 
dem kombinatorischen Namen Q des Tones erscheint dabei auch der 
rnusikalische hinzugefügt. 

3 21" 
Q, = 1.2014 5 = Dis 

= si,S Q-9 = 1,6648 1; = Bes = - 3@ 5 
3j0 2 l"  

QI, = 1.8020 f = Ais = s5 5 Q - = 1.1099 5 = Eses = p 5 

. 31G 2" 
Q15 = 1-7105 5 = Gzszs = - QLI5 = 1.1692 5 = Feses = [ 

2es 5 
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Der aufmerksame Anhlick dieser Zusarnrnoristellung von Schwiiigiings- 
zahlen lehrt, daB sich in derselben und in der Nahe des Grundtones Q, 
zwei Gruppen von Zahlen entdecken lassen, die den Schwingungszahlen 
der reinen groBen und kleinen  ter^ iind Septime (18) iihnlich sind. 
Man kann niirnlich die T h e  

dafiir in Aussicht nehmen. 1)iese hahen den V o r t d ,  ciel11 Grundtoric 
am niichsteii zu liegen, l in cl verspreclien deshalb die einfachsten Ton- 
systeme mit der allergeringsten Stufenzahl. Alle die letzteren nennt 
P e t  z v a l  Tonsysteme der evsten Klasse. 

Man kann aber auch die zwar vom Griindtonc etwas meiter cnt- 
fernten, dafür aber mit der reinen goBen und kleinen Terz und Sep- 
time besser übereinstimmentlen Tone 
(20b) Q-,=1.2486S=Fes, Q,= 1.2014S=Dis, y-,,= 1.7538S=Ccses 
ins Auge fassen, und wird dadurch zu verwickelteren, aber reineren 
Tonsystemen gelangren, welche P e t z v a l  alle zur zujcite~z Klasse ziihlt. 

Es versteht sich von selbst, daB im Verzeichnisse der reinen 
Quinten, wcnri man daaselbe nairiliaft erweitert, oicli Zalilen finden 
werden, die den: 1.25 c, 1 . 2  t, 1 . 7 5  c noch rialier, ja so nahe als man 
nur wünsclit, kommen; allein sie befinden sich in so groBen Abstanden 
sowohl Tom Grundtone, wie aiich untereinander, gebcn mithin so voll- 
stiindige Tonsysteme, daB eine jede vernünftige Ursache cles Temperierens 
wegfallt, indem man mit demselben Aufwande von Nitteln auch voll- 
kommen reine T6ne haben kann. 

Die hier angestrebte Allgenieiriheit der Untersuchung verlaiigt, 
daB dieser Sachverhalt klar nachgewiesen werde. Dies kann aber nur 
dadurch erzielt werden, daB man dem Leser eine vollstiindige Übersicht 
iiher alle in der unendlichen Qiiintenreihc vorhandenen g r o h  und 
kleinen Terzen und Septimen verschaflt. IIiezu ist entweder die wirk- 
liche Berechnung dieser Quarten- und Quintenreihe, weit genug ge- 
trieben, notwendig, oder was vielleiclit den Voraug verdient, eine Me- 
thode zur direkten Bereclmung dieser genauesten Terzen und Septimeii. 
Diese sol1 hier gegeben werden. 

5 
Sucht man zuvorderst die Terzen und nimmt an, die Terz To - S 

3r lL '  

sei der Quinte Q; = - t iihnlich, unter nz' und y positive oder aiich 
2" 

negative ganze Zahlen verstanden, clann ist nahezu 

' 5 31"' 
-- - - - , , nlso - = 5, 

2 ~ - 2  
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oder wenn man y - 2 = z setzt, 

m' log 3  - z log 2 - log 5, das heiBt 

0 ~ 4 7 7 1 2 1 3 m ' O ~ 3 0 1 0 3 0 0 z  = 0.6989700 oder 

4771213m' - 3010300~ - 6989700 = 0. 

Wir dividieren durch den kleinsten Koeffizienten, den der Unbekannten z, 
und erhalten 

1760913  m'  - 969 100 
m l - z - 2 +  - 

3010300 
- =o. 

Hier ist m' - z - 2 eine ganze Zahl, weshalb auch 

eine ganze Zahl sein muB, und nun haben wir 

221. - m' ist hier eine ganze Zahl, weshalb auch 

nahezu einer ganzen %ah1 gleich sein rnuB; fiir , t ~  = 2 findet dies in 
roher Anniiherung statt, so da6 man als erste Losung mit Rücksicht 
aiif die vorangegangenen Glciohungen: 

hat. Aus der letztcn, den Wert von v bestimmenden Gleichung folgt: 

2 u - m f v = O .  
Hier ist abermals 

226 33511 - 53  9.52 . w - - -  - -- eine ganze Zahl, 
511 526 

und 
3 v - u + 2 + w = o ,  

5 1 1 6 5 2 6 ~  - 2 2 6 3 3 5 ~  + 53952 = O 



328 Petmals Theorie der Tonsysteme. 

So wie 2w - v, so ist auch 

was ziemlich nahe stattfindet für w = - 1, wo nur um den kleinen 

von Nu11 verschjeden niisfdlt. Dies gibt die zwcite Bruch 226333 

L6sung : 
w = - 1, v = - 2, u = - 5, ~ r t '  = - 8, 
B = - Ir), y = - 13, QP8 = 1.24839c. 

Koch niiher aber fiir w = 3 ,  wo von der Einheit nur um den 
4185 

Bruch 5 5 - g ~ ~  verschieden wird, liefert die dritte Liisung: 

Losmgen geringeren Ranges, die minder genaiie Terzen liefern al8 Q-,, 
QL5, erliiilt man noch für 

w - - 3  -, -9 ,  . . . und für  w - 7 ,  11, . . .; 

sic werden hier einstweilen auBer Acht gelassen. 
Die zur Bestimmung von 5 dienende letzte Gleichung gibt 

9089 & - 4904 
wobei 7 = 

58 856 
eine ganze Zahl sein muB. 

weshalb 

eine ganze Zshl vorstellt. 

582 Dies findet nahezu statt, erstens für q = - 1, wo 4 nureum ----- von 
9089 

R'ull verschicden ctusfkllt. E s  gibt dies die vierte Hauptlijsiing 

137 
Und zweitens noch nahor für vj = 1, ~ v o  8 von der Einheit nur um ~ g , j  
abweicht, woraus die fünfte L6sung folgt: 

7 = 1, = 7, w = 26, v = 59, u = 205 

WL' - 331, 2 = 5.54, y = 566, Q,,, = 1.24996S. 
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308 Endlich noch fiir = 3, wo 8 nur um - von 2 Einheiten verschieden 
9089 

befunden wird, was zur sechsten L6sung führt: 

Hier konnte man innehalten und hatte damit die IIaiiptaufl6sungen der 
vorgelegten Gleichung, das heiBt diejenigen kenneii gelernt, von deren 
beinahe jeder man behaupten kann, dnB in gr6Bcrer Nihe am Grund- 

5 
tone Q,, keine aridere, dem reinen Schwingungsverhaltnisse niher 

kommende anzutreffen sei. 
Aus diesen gewinnt man mit Hilfe der im Verzeichnisse (16) an- 

gefiihrten reinen Quinten die anderen niederen Ranges. Letztere sind 
nanilich der Gleichung 

3"" 
entnoninien fur solche m und x ,  daIl nahe = 1 ist. Die hier be- 

sprochenen Terzen hingegen ergeben sich aus der Gleichimg. 

3m' 6 
für solche 9n' und y, dnR - nahe - ist; also wird auch der Bruch 

2" 4 
3mtm' 5 

nahe = - sein, und es ist mithin Q,, + ,; auch eine dem Rein- 
2 m + z + ~  4 

5 
verhaltnisse mehr oder weniger nahe kommende Terz, besonders, 

wenn von beiden Q,, und Q,! der eine zu grofi, der andere zu Hein 
gewahlt wird, wo dann Q,,+,, gewohnlich eine Terz ersten Ranges wird. 

Z. B. die Quinte QO6 = 0.999 OO:i [ und die Terz Q,,,, = 1 -250088 { 
geben durch M ~ l t i ~ l i k a t i o n  eine neue Terz: 

Qi322 = 1 .248844Z. 

Ebenso liefern die Quinte Q,, = 1.00209 { und die Terz Q-, = 1,24859 S 
eine neue Terz ersten Ranges: Q, = 1 251 205 S, die soeben vorge 
kommen ist. 

Die in der Quintenreihe befindlichen kleinen Terzen ahnlich zu 
berechnen, ist nicht notwendig; denn aie ergeben sich au8 den goBen 
Terzen Glied fiir Glied auf eine hochst einfache Weiçe. E s  ist niimlich 

6 
die Schwingungszahl der kleinen Terz t, = f; die einer ihr iihnlichen 
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3m" 

Quinte sei (2," =- S, so ist durch Sctzen ganzer Zahlen fiir m" 
2e 

also ,-- (m " - 1) 

- -(;+' - 
= 5 zu machen. 

Fiir die gro5en Terzen hatten wir die ahnliche Gleichung 

3rn' 
7 = 5, es wird mithin offenbar 
2 ~ - 3  

E s  gehoren also namentlich zu den folgenden GroUteïzen ersten Ranges 
dio untcn stehendcn Kleinterzen derselben Rangstufe 

iind es ist allenthalben die Siinime clrr Stellenzeiger entsprechender 9, 
dao  ents~ireçhender &OB- und Kleinterzen 

m' + WL" = 1, 

eine wichtige Gleichung, in  welcher ein Gnindgesetz der Tonsysteme 
seine Wurzel hat. 

Jetzt sind nur noch die Septinien übrig. E s  sei eine solche S1, = & 
3n 

dic i h r  iihnliche Quinte Q, = {, so muB durçh ganze Werte von vt 
B!' 

imd y 
3n 7 3" 

- - 3n - 7 =- z = y - 2 geniacht werden. 
2Y 4 '  ~ v - 2  7 

Übergehend zu den Logarithmen hat nian 

n log 3 - z log 2 = log 7,  oder 

4771213n - 3010300~ = 8450980, hieraus 

wo ehenso wie n - z - 3 notwendig nuch annahornd 

1760913% + 579920 
.J,=- - -  -- 

3010300 eine ganze %ah1 sein iiiuB; 



Von 1,. I ~ R M ~ N Y I .  331 

WO 
511  5 2 6 u  + 579 920 7; = - -~ - 

1 7 6 0 9 1 3  
eine ganze Zahl vorstellt. 

Nahezu ist dies der Pal1 fiir 16 = - 1, wo v nahe = O wird. Man 
grwinnt dadurch eine erste Septime: 

u = - 1  9 2 = - 2  z = - 6  , y = - 4 ,  Q - , = 1 . 7 7 7 7 7 c .  

Einen anderen Ton dieser Art minderen Ranges gibt 

.u = 6, wo v nahe = 2 wird; rnithin 
11 = 6, n = 10, z = 13, y = 15, Q,, = 1 -80203 g. 

,4iis der letzten Gleichung in v folgt 

2'>6:335v - 68394 
wo 2.0 = -- - -  - eine ganze Zahl sein muB; hieraus folgt aber 

511526 
588.56 ui + Cd394 

2 1 ~ - V  + - - 

2263.75 
- = 2 2 v  v + 6 = O, iriithin riiiiB auch 

58856 16 + 68394 E - . - -  - - 
226335 

eine ganze Zahl sein. Dies findet nahem statt fiir 

lu = - 1, wo dann 6 = O wird. Dies gibt eine neue Septime: 

Aber auçh uj = 3 gibt ein nahe ari eiris, also ist aiich 

w = 3, v = 7, u - 23, n - 39, s L  59, y  - 61, 
Q,, = 1.175733~. 

eine annehmbare Septime. 
Aos den letzten Gleichungen in k folgt 

eine game Zahl vorstellt. Dies ist nahe der Fall fiir 6 = - 1, wo 11 
nnhc Ni111 wird. 

Man erhilt so eine sehr genaue Septime: 
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Die folgenden T6ne dieser Art trapen bereits sehr hohe Steiienzeiger, 
daher denn auch die Septinien in der Qiiintenreihe riur sehr spiirlich 
vertreten sind. 

Der klareren Übersicht halber m6gen die bisher erhaltenen 
groflen und entsprechenden kleinen Terzen und Scptimen xusammen- 
gestellt sein. 

To=Q.i =1.2G5G25t7 t,=Q-, =1.185185f;, 8,-Q-, -1.77778S; 
Q-, = 1.24859 c, (2, = 1.20136 c, QI,, = 1.80203 5, 
Q, = 1.251203 5, Q-, = 1.198848 c, Q-,,=1.75384(, 
g-,,,-i,e49rixang, Q,,, =1.2004335, Q,, = 1.75752~~ 
Qssl = 1.24096 f;, Q- ,,, = 1.200076 f;, Q-67=1.75018[, 
Q,,,, = 1.250088 c, 5)- = 1.200023 cl  Q,,, = 1.748403 5. 

Diese GroB- und Kleinterzen und Septimen sind aber nicht die einzigen, 
sondern nur die an Reinheit hervorragendsten derjenigen, von welchen 
ein Tonforscher bei der Konstruktion von Tonsystemen Gebrauch 
machen kann, und man erhalt aus ihnen eine reiclie Fülle von anderen 
meist niederen Ranges, wenn man sie mit einer der Quinten multipliziert, 
die der Einheit oder auch der Zahl 2 nahe kommen und die Stellen- 
zeiger addiert. 

Solche Quinten sind 

Q,, = 1.01364, Q-,, = 1.97308, Q,, = 1.97721, Q-,, = 1.01133, 
Q5, = 1.00209, y-,, = 1.99583. 

Sogar die Tone des vorliegenderi Vereeichnisseo kvnnen in1 allgerneinen 
so ailseinander abgeleitet werden, z. B. 
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Petzvals Theorie der Tonsysteme. 
Herausgegeben von Dr. phil. L. ERNÉATI, Ingenieur in Wien. 

IV. Tonsysteme der ersten Klasse. 

Um eu den Tonsystemen erster Klasso eu gclangen, bilden wir zu- 
nachst aus dem Verzeichnisse (19) der reinen Quinten temperierte. 
Dies geschieht durch Multiplikation einer jeden Zahl mit eiiier Potenz 
der Temperatur q, deren Kxponent gleich dem Stellenzeiger des zu 
dieser Zahl gehorigeii Tones ist. W i r  heben dann aus dem Verzeich- 
nisse heraus die T k e :  

3' (2, = 1.2656q4[ = -sBq4t = E, 

Dann temperieren wir aber auch die in den Formeln (18)  verzeichnete 
groBe und kleine Tcrz und Septime durch Multiplikation mit T, t 
und s: 

5 6 7 Ta = 1.25T[ = p T t ,  t, = 1.2tg = -15,  So = 1.73sS - 
5 

und stellen endlich die ahnlichen Schwingungszahlen von Q4 und T,, 
Q P 3  und ta, QI, und 8, einander gleich, was durch schickliche Wahl 
der Temperaturen T, t und s bewerkstelligt gedacht wird: 

Diese Gleichungen lassen q unbestimmt. Man kann demselben 
rnithin noch unendlich viele Werte beilegen und wird so zu unendlich 

Zeitschrift f. Mathematfi a. Physik. 51. Band. 1904. 4. Heft. '23 
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vielen Tonuyotcmen der crstcn Klasse gelangen. Nur muB jedesmal 
die Wahl des y so getroffen werden, da0 weder q noch T, t und s vie1 
von der Einheit verschieden ausfallen. Hiezu geh6rt aber wesentlich, 
daB g < 1 sei. Dies ist aber eine notwendige Ejgenschaft aller 'i'on- 
systerrie der ersten Klasse, denn wollte man q > 1 wihlen, so hatte man 

lauter heulende Wolfe. Hier erklart es sich auch, warum als Re- 
prasentant der Septime der Ton Ais mit der reinen Schwingungszahl 
1.8020 c und nicht der der reinen Septime 1.75 S niihere Ton 
3 = 1.7778S = Q-, gewahlt worden ist. Letztercr wiirde niimlich an 
statt der dritten der Gleichungen (22) für s die folgende andere ge- 
liefert haben: 

2  = 
- 

6 4 
- 

S e . 7 7  6 3 . q 2 '  

die für jedes hei Tonsystemen erster Klasse zuliissige p < 1 einen 
heulenden Wolf vorstellt, für q = 1 jedoch noch den Vorzug behalt. 

Multiplizicrt man nun die zwei ersten der Glcichungen (23) mit- 
einander, so ergiht sich die merkwürdige Gleichung 

die ein Grnndgesetz aller Tonsysteme enthilt, namlich: Das Produkt 
der Temyeraturefi der gropen und kleinen Terz ist gleich der Temperatur 
der Quinte. 

Dieser Satz Mit sich noch anders aussprechen. Nan hat niimlich 
aus der vorhergehenden Gleichung auch 

5 6 3  - y . - t = - q  
4 6 2 '  

mithin 
5 6  3  

log--T 4 + log5 t = log2y  

5 6 3  
Nun sind - T, - t ,  T q  diejenigen Faktoren, mit welchen man die 

4 5 2  

Schwingungszahl eiues Tones niultiplizieren muB, urn jene seiner groBen, 
kleinen Terz und Quinte zu erhalten, oder mit anderen Worten die 
Schwingungsverh%ltnisse der genannten Intervalle. Man kann also auch 
sagen: Uie temperierte groQe u r ~ d  kleine Tm2 erganzen sich zur t e w  
perierten Quink in dem Sinne, dafi die Summe der Loguritl~men der 
Schwingungsverhaltnisse der Terzen den Logarithmus des Schwingungs- 
verhaltnisses der Quinte gibt. 

Es h a g t  sich, ob diesei merkwürdige Satz auf die Tonsysteme 
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der ersten Klasse beschrankt ist, und wenn nicht, auf welche anderen 
er auch ausgedehnt werden kann. Er verdankt sein Bestehen folgendem 
Umstandc. Weil dio vierte temperierte Quinte vom Griindtone aus, 
niirnlich q4Q,, zugleich die temperierte GroBterz To ist, und weil die 
dritte Quarte rom Grundtone aus, q-'Q-,, zugleich die temperierte 
Kleinterz to ist, so bestehen die Gleichungen 

To==q4Q, und t , ~ p - ~ Q - , ,  

aus welcher durch Multiplikation 

erhalten wird. Der Grund der Richtigkeit des obigen Satzes ist also, 
daB die Stellenzeiger derjenigen Quinten Q, die zugleich die Rolle der 
grouen und kleinen Terz iibernehmen, summiert Eins gcben. Kun 
haben wir aber im vorhergehenden Abschnitte gesehen und im Ver- 
zeichnisse (21) klar vor Augen gelegt, daB zu jeder GroBterz Q,, eine 
Kleinterz Q,,l desselben Ranges rorhanden ist mit 

112' + m" = 1. 

Der fragliche Satz gilt also für alle jene Tonsysteme, bei welchen die 
groBen und kleinen Serzen in derselben Weise gepaart vorkommen. 

Urn nun auch noch eine andere allgemeine Eigenschaft der Ton- 
systeme der ersten Klasse zu erkennen, legen mir uns den iiber dem 
Grundtone C konstruierten Dreiklang C E G  vor mit der musikalischen 
und arithmetischen Bezeichuung und den Scliwingungszahlen seiner 
Bestandtone: 

3' 3 C = Q  O - c ,  - E=Q,=,,q4f=l.26562.5q4g, G = Q I = i p S = 1 . 5 g f .  

4 
Da die temperierte Unterdominante F die Schwingungszahl - f be- 

3 g 
4 

sitzt, so wird man diirch Multiplikation mit - vorstehende Tihe  in 
3 P 

FAC, d. h. den Dreiklang der Unterdominante verwandeln: 

Die Oberdominante G hat die Schwinguiigszahl 95, man erhilt mit- 

hin den Dreiklang der Oberdominante ebcnso durüh Multiplikation 
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Wichtige T h e  sind noch die kleine Terz Es der Tonika C und die 
Septime E,is der Oberdominante G. Sie erhelten in s5rntlichen tem- 
perierten Tonsystemen erster Klasse die Schwingungszahlen: 

Aus den Tonen oben genannter 3 Dreiklange, geordnet nach der 
GrEBe ihrer Schwingungszahlen, setzt sich die Dur-Tonleiter über dem 
Grundtone (Tonika) C = Q, zusammen: 

C D  E F G A H C 

Qw Qar Q4 r Q -  QI, Q s ,  Q6 Qw 
3 = 3 4  2' 3 3 = 

S, ,4Y, ? P ~ S ,  , ~ . q  ,nt, ,a3[, 

Aus den Schwingiingszahlcn dieser 

In siimtlichen Tonsystemen erster 

T6ne folgt znnzchst: 

3 
q2 = 1.125pa. 

2 

Klasse sind daher die ganzen 
T h e  alle gleich, und es wird kein Unterschied zwischen groBen und 
kleinen Tonen gemacht, wie er in der reinen Tonleiter besteht. Dies 
ist nun allerdings eine Abweichung vom reinen Wohllaute, die nur 
dadurch unmerklich gemacht werden kann, daB man sie auf die dis- 
sonanten Intervalle wirft. 

Berner ergibt sich noch 

und 
E Eis 
- -- - - 3 

3.9 l3 - q7 = 1.0679 2; 

17 E Mithin ist der groBe Halbton von dem kleinen Halbtone im 

allgemeinen verschieden, ausgenommen, es w k e  q so beschaffen, daB 

q = y0.986541 = 0.99887 
is t. 

Dies ist die wohlbekannte Temperatur der Quinte im 12-stufigen, 
chromatischen Systerne; also in diesem und nur in diesem ist der grofle 
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Balbton dem kleinen gleich. Mit dem Zusammenfallen der heiden Halb- 
t h e  wird aber auch P = Eis, d. h. die Unterdominante ist auch zu- 
gleich die Septime des Septimenakkords der Oberdominante. 

Bei allen anderen Tonsystemen der ersten Klasse, in welchen 
q < 0 - 99887, ist der grole Ralbton groBer als der kleine, und die 
Septime tiefer als die Unterdominante. Gabe es hingegen brauchbare 
Tonsystcnie erster Kla~se ,  in welchen p > 0 . 99887, wo dieses g der 
Einheit noch naher kame als im chromatischen, a190 mit noch reineren 
Quinten, 80 ware in  denselben der kleine IIalbton groBer als der grole, 
und die Septime h6her als die Unterdominante. DaB es derlei Brauch- 
bares nicht geben kann, liegt auf der Hand. 

Endlich ist noch vermoge der oben angeführten Gleichungen 

F E '  3 4  
-- Es -- . - =-- Es - - 2 à - q 2  = einem ganzen Tone, 

Eis F F 2 8  
-- -~ - -~ - -- - 
B ' E'is x P p 6  

= einem groBen halben Tone. 

Also setzen sich der grole und der kleine EIalbton zu einem ganzen 
F 

Sone, und der kleine Halbton und das Intervall EiS zu einem grolen 

Halbton ziisarnmen. 
Selbstverstiindlich laBt sich über einem jeden der temperierten 

Quintenreihe entnommenen Q, nicht nur ein Dreiklang, sondern auch 
eine ganze Tonleiter aufbauen, sowie über dem Grundtone Q,. Die 
allgemeine Formel für diese Tonleiter geht aus derjenigen für den 
Grundton Q, hervor, indem man p Einheiten zu den Stellenzeigern 
siimtlicher T6ne Q addiert, unter p eine beliebige, ganze, positive oder 
negative Zahl verstanden. Diese Formel ist also 

In allen f ü r  verschiedene Werte von p in dieser Formel enthaltenen 
Tonleitem haben die korrespondierenden Intervalle einerlei Grofle; 
der ganze Ton, die beiden Halbtone sind überall dieselben. Die Kon- 
sonanzen, Quinte, Qimrte, Terzen und Septimrn sind in allen gleich 
temperiert. 

Auch für die Molltonleiter über dem Grundtone Q, laBt sich eine 
iihnliche Formel aiifstellen, ail der man aiif demselben Wcge gelnngt. 
Der dem Grundtone Q, = C angehorige Moll-Akkord ist namlich C, 
Es, G. 

Z 6  3 
c-Qa= S, ES = Q- 3 - - 3"s y-- 5,  G = QI = -% pC. 
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4 A 
Durch Multiplikation mit - ebenso mit p bewerkstelligt nian die 

3!17 
Verwandlung desselben in die Moll-Dreiklinge. 

F, As, C und G ,  B, D. 

Aus den Tonen dieser 3 Moll-Dreiklange entsteht die hlolltonleiter über 
dem Grundtone Qo 

C D E S F G A S B  c 
&O Q2 Q-3  Q-1 QI Q-4 Q-2 Q 0 .  

Und indem man p Einhciten zu den Stellenzeigem siirntlicher T h e  Q 
hi~izufü&, erhalt man die allgemeine Formel aller MoI1-Tonleitern über 
dem ~nbest~immten Grundtone Q,: 

Die arithmetische Nomenklatur kann hier sowohl, wie auch in der 
allgemeinen Formel der Dur-Tonleitern in die musikalische für jedes 
bestimmte p mit Hilfe der Quintcntabelle übertragen wcrden. Für die 
vorliegenden Zwecke ist dies jedoch nicht notwendig. 

Der Musiker hraucht, urn die in verschiedenen Tonarten geschriebenen 
Tonstücke spielen zu konnen, dic T h e  mehrerer Tonleitern, und weil 
vorzugsweise verwandte Tonarten in Anwendung kommen, so bildeli 
die Grundtone dieser benotigten Tonleitern eine Reihe kontinuierlich 
fortschreitender Quinten in gewisser Anzahl. Die moderne Musik sctzt 
deren 12 fest. Dies war jedoch nicht zu allen Zeiten gleich, leidet 
auch jetzt für gewisse Instrumente eine Ausnahme und konnte vielleiclit 
in Zukunft anders werden. 

Nehmcn wir also, um allgeinein zu sprechen, an, der Musiker 
brauche p + 1 Tonleitern über de11 p + 1 Grundtouen (Tuniken) 

Qo, QI, Q2, Q32 . - ., Qp-l, Qp 

und ewar in Dur wie in Mo11, so lehrt der Anblick der iiber den 
auBeraten Tonen Q, und Q, aufgebauten Dur- und MOU-~onleitern, dao 
hiezu alle Tone benotigt werden aus der folgenden Quintenreihe: 

Sie sind p + 10 an der Zahl, also um 9 mehr, als Dur-Tonarten. Die 
letzten 6 von ihnen ermangeln zudem der reinen Septime des Oher- 



Von L. EBXI~NYI. 34 7 

dominant-Septimeiiakkordes, und müssen sich anstatt dieser, mit der 
Unterdominante behelfen. mTill man diesem Mange1 abhelfen, und allen 
Tonarten echte Septimen verschaffen, so muB man die vorliegende Reihe 
bis QP+,, fortsetzen, was p + 16 T6ne gibt, also um 15 mehr als 
Dur-Tonarten. 

Dies gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, daB alle diese p + 16 
T6ne voneinander verschieden sind; befinden sich hingegen unter ihnen 
einander gleiche, dann kann oft eine nanihafte Ersparnis an Tonmitteln 
erzielt werden. Ein solches Zusammenfallen mehrerer Tone in  einen 
findet aber nur in  geschlossenen, in sich zurückkehrenden Tonsystemen 
statt, und die Ersparnis ist dann am grtilten, wenn es gelingt, ein ge- 
 chl los sen es Tonsystem von p + 1 Stufen d. h. von so vielen, als Ton- 
leitem benotigt werden, aufzufinden. 

In einem solchen ist namlich 

Sind wirklich voneinander verschieden. Man hat daher mit nur p + 1 
Tonen ebenso viele Tonleitern, die gleichmLBig mit allen konsonanten 
und dissonanten Intervallen versehen sind. Das geschlossene Insich- 
zurückkehren des Tonsystems erspart mithin wenigstens 9 Tone, und 

7 
wenn dasselbe mit einer guten, dern reinen Schwingungsverhaltnisse 

nahe genug komrnenden Septime versehen ist, sogar 15 Tone. 
Da nun solchergestalt die geschlossenen Tonsysteme unter übrigens 

ahnlichcn TJmstiinden vor anderen einen bedeutenden TTorzug behauptcn, 
so entsteht die wichtige F'rage: Gibt es auBer dem üblichen 12stufigen 
chromatischen noch andere geschlossene Tonsysteme der ersten Klasse, 
und welches ist ihre Stufenzahl? 

Diese Prage zu beantworten, bringen wir in Erinnerung, daB, wie 
im II. Abschnitte bewiesen worden ist, die Tone eines geschlossenen 
(p + 1)-stufigen Ton~ystems, wenn m m  sie nach ihrer Rohe d. h. Gr6Be 
der Schwingungezahlen ordnet, eine geometrieche Progression bilden, 
wie 

S, ag, u2C, a3S , . - . ,  cP[, uP+lt, 

in welcher &+' = 2 ist. Ein jedes in der Tonleiter vorkommende 
Intervall erhàlt von den (p + l)Stufen, in welche die Oktave zerfallt, 
eine bestiriimte, offenbar ganze Zahl. Das kleinste Intervall ist in den 
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Tonsystemen erster Klasse das zwischrn dem groBcn und kleinen Halb- 
ton bestehende, wie oben nachgewiesen wurde. Kehmen wir an, dieses 
kleinete Intervall habe k solche Stufen, der kleine Halbton deren m, 
so hat der groBe Halbton deren m + le. Der ganze Ton besteht aus 
einem groBeii, und einem kleinen Halbtone, hat mithin 2 m  + k Stufen. 
Die Tonleiter zahlt 5 ganze T6ne und 2 groBe IIalbtGne, hat also im 
ganzen p + 1 = l2wz + 7 k  Stufen. 

Verschiedenen Werten von k und m entsprechen verschiedene ge- 
sohlossene Tonsysteme, und zwar gibt die Vorausaetzung k = O die 
erste G a t t u n g  derselben, niimlich Tonsysteme, die für 

Stufen enthalten. Sie sind nicht voneinander verschieden, sondern fallen 
alle in dae einzige, wohlbekamte 12stnfige System zusammen, welches 
mithin allein für sich eine Gattung bildet. 

Die zweite Gattung bekommt man für k = 1. n ie r  entsprechen 
den angenommenen Werten von m 

m = l ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 , . . .  
p + 1 = 12m + 7 = 19, 31, 43, 55, 67, . . . stufige 

Tonsysteme. Ihre Quintentemperaturen erhiilt man, wenn man der 
Reihe nach 

Qo = QIW Q ~ I ,  Q43 9 Q55, Qm , . . . 
das heiBt 1 = 1.0824q19, 1.0972q31, l.l122Q45, 1.1274q55, 1.1427q67, . . . 
setzt, was q = 0.99584, 0.997012, 0.997530, 0.997822, 0.998009 

ergibt. 
Eine dritte Gattung erhalt man für k = 2, was für die Werte 

von m 
m = l ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 , . . .  

p + 1 = 1 2 ( m  + 1) + 2 = 26, 38, 50, 62, 74, . . . 

Stiifen ziir Folge hat. Die entsprechenden Qi~intentemperatiiren gewinnt 
man hier der Reihe nach, indem man 

QO = &26> Q38 9 Q50 7 . . ' > 

das heiBt 1 = 1.15Ü9pZ6, 1.1717q38, 1.1877q5", . . 
setzt. 

Hier kommen auch Tonsysteme vor, die wir als zur zweiten Gattung 
gehorend kennen gelernt haben. Jedes zweite der vorliegenden Reihe 
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ist ein solches: Das 38stufige ist mit dem 19stufigen der zweiten Gattung, 
das 62stufige mit dem Slstufigen usw. identisch, sodaB als wesentlich 
zur dritten Gattung gehtirig nur die Ton~ystcmc mit 26, 50, 74 . . . 
Stufen zu betrachten sind. Sie entsprechen den ungerliden Werten von 
m,  daher man die eigentliche Formel für die Tonsysteme der dritten 
Gattung erhalten wird, wenn man m = 2 n  + 1 setzt, namlich: 

Man konnte nun noch k = 3, 4, 5, . . . setzen und so eine 4", 5te, 
P G a t t u n g  aufstrllen. Allein die Stufenzahlen werdcn immer grEUer, 
die Werte von p immer ungünstiger, und man überzeugt sich bald, 
dafi, was man in den 3 ersten Gattungen nicht findet, in den folgenden 
vergebens gesucht wird. 

Das sind die allgemeinsten Eigenschaften der Tonsysteme erster 
Klasse. Um weitere kennen zu lernen, muB man sich in nahere unter-  
suchungen einlassen. Sie konnen daher erst spater zur Sprache kommen. 

Aus den Gleichungcn (22) gehcn alle die unendlich vielcn Ton- 
systeme der ersten Klasse hervor, und ein jeder Musiker, der sich mit 
der Absicht tragt, ein neues aufzustellen, k a m  sich dasselbe nach Be- 
lieben wahlen, und kann diese Wahl entweder nach wissenschaftlichen 
Grnndsiitzen treffen, oder nach richtigen oder unrichtigen vorgefaBten 
Meinungen, oder nach einer besonderen Vorliebe für irgend eine Kon- 
sonanz, oder nach anderen Beweggründen. 

Um zu zeigen, wie  die^ zu geschehen hat, führen wir diejenigen 
Tonsysteme erster Klasse, die bisher bekannt geworden sind, zuerst vor, 
hiebei freilich von der unstatthaften doppelten Fiktion ausgehend, daB 
den Erfindern derselben die Gleichungen (22)  vorgelcgen seien, und daB 
sie das, was sie wirklich gefunden haben, mit allen seinen Eigenschaften 
auch haben finden wollen. 

Nehmen wir an, der erste dieser fiktiven Tonsystem-Erfinder sei 
ein konsequenter Quintenpuritaner, der seine Meinung etwa auf folgende 
Weise formuliert: Die vollkommenste und edelste aller Konsonanzen 
ist unbestrittener MaBen die Oktave, sie ist auch die allerempfindlichste 
gegen Verfalschung, und hat infolge ihrer nahen Verwandtschaft mit 
dem Grundtone und ihrer aufierordentlichen Emphdlichkeit  das Vor- 
recht, untemperiert au bleiben. Die Quinte ist aber von derselben 
direkten Abkunft; nach der Oktave die vollkommenste aller Konsonanzen 
übertrifft sie diese noch an Lieblichkeit und Macht der Wirkung in 
der Musik. Gegen Verfiilschiing ist sie ebenso empfindlich wie die 
Oktave. Das Reinheitsprivilegium darf daher nicht der Oktave allein 
gebühren, sondern muB auf die Quinte ausgedehnt werden. Da also 
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ein Tonsystem mit absolut reinen Quinten verlangt wird, ist p = 1 au 
setzen und die Gleichungen (22) geben 

Die Temperatur der Septime kann entweder den Gleichungen (22) oder 
(23) entnommen werden; da letzteres hier das vorteilhaftere ist, so 
wird man 

erhalten. Dies ist das griechische Tonsystem des Yyt l~ayras .  
Hier mogen einige Bemerkungen zu diesem Beispiele angefügt sein, 

die m m  richtigen Verstandnis des behandelten Gegenstancles vielleicht 
mehr beizutragen geeignet sind, als das Beispiel selbst. Der Erfinder 
des griechischen Tonsystem~ jst ein fiktiver, d. h. die Griechen hsben 
zwar ihr Tonsystem erfunden, waren mithin Quintenpuritaner, tatsiichlich 
aber waren sie dies nicht aus Grundsatz, denn eine eigentliche Theorie 
kannten sie riicht, sonst hiitten sie wohl einen ganz anderen Gchrauch - 

davon gemacht. Es  ist ein erheblicher Unterschied zwischen einem, von 
einer richtigen mathematischen Theorie geleiteten Erfinder und einem 
anderen, der dieses Hilfsmittel entbehrt. Der erste gleicht einem Manne, 
der mit der Formel als Quittung in der Hand au einer Kasse geht 
und sich einen bestimmten durch die Formel festgestellten Betrag aus- 
bezahlen 1aBt. Der andere dagegen einem Manne, der auf der StraBe 
iimherirrt in der Hofhung, einen vollen Geldheutel xu finden. Manch- 
nia1 findet er wirklich einen solchen, rnanchmal etwas ganz anderes, 
oft gar nichts, und hat meistenteils auch in1 günstigsten F'alle keinen 
Anhalt zur Beurteilung, ob er mit seinem Funde zufrieden zu sein 
Ursache habe, oder mehr xu suühen Veranlassurig nehmen solle. 

Die bisher bekannt gewordenen Tonsysteme sind meiet auf dem 
Wege eines Versuches und nicht auf Grundlage einer umfassenden 
Theorie erfuiiden, gleichen also imrnerhin einem gefiindenen Geldbeutcl, 
bei dem man nicht fragen darf, warum der Erfinder nicht mehr ge- 
funden oder warum er nicht lieber Gold gefunden habe statt Silber. 
Dcr Mathematiker hingegen muB seinen klaren Willen darlegen, er darf 
nicht etwas anderes wollen und etwas anderes erreichen. Eine wohl- 
geordnete mathematische Theorie der Tonsy~teme darf sich daher keines- - 

wegs darauf beschriinken, dem Leser nur einige, wenn auch sehr gute 
Tonsysteme mit lobender Kritik und Empfchlung vorzuführen. Sie 
muB vielmehr demselben alle moglichen, systematisch eingeteilt in 
Klassen und Gattungen, mit Angabe der allgemeinen und besonderen 
Eigenschaften vorlegen. Dies ist aber noch nicht genug. Sie hat den 



Leser noch iiberdies in der zu treffenden Auswahl zu leiten, jedoch 
nicht dadurch, daB sie ihm eine bestimmte Ansicht aufzudringen sucht, 
sondern dadurch, daB sie ihn lehrt, seine eigene wie immer geartete 
Ansicht in die mathematische Sprache zu übertragen, und der Analysis 
dn~jenige Tonsystem, welches dieser seinnr Ansicht am vollkomniensten 
entaprieht, methodisch abzufragen und tabellarisch übersichtlich in der 
ganzen Ausdehnung der nlusikalischen Praxis berechnet vorzulegen. 
Das einfachste Mittel zu diesem Zwecke schien die Vorfiihrung fiktiver 
Tonliebhaber mit den verschiedenartigsten Ansichten au sein, die mari 
diese ihre Ansichten genau formulieren, und teilweise der Klarheit 
wegen auch begründen lZBt, und denen man dann mit Hilfe geregelter 
mathematischer Met'hoden die mgestrebten Zwecke erreichen und die 
besonderen Ansichteri verwirklichen hilfi. Selbstverstiindlich werden 
niemand, und ware es auch der Erfinder eines Tonsystems selbst, derlei 
An- oder Absichten zugemutet. Am allerwenigsten bekennt sich aber 
die Theoric zu irgend einer derfit:lben. Diese hat vielmehr und vertritt, 
keine besondere Ansicht, sondern betrachtet alle vollstindig aufgeziihlten 
Tonsysteme als ebenbürtige und gleichberechtigte Auflosungen eines 
und desselben mathematischen Problems. 

Die zweite Bemerkung ist: Die Tonsysteme ersier Klusse vertragen 
sich mit den reinen Quinten nicht, indem sie dieselben nur um den 
Preis sehr falscher Terzen iind Septimen erkaufen lassen. Vie1 besser 
befreunden sie sich mit reinen Terzen iind Septimen, wie in  der Bolgo 
dieser Untersuchung erhellen soll. Liebhaber reiner Quinten sind daher 
genotigt, ihre Zuflucht zu den Tonsystemen der zweiten Klasse zu 
nehmen, wo sie wirklich erhelten, was sie wünschen. 

Führen wir uns jctzt einen zweiten fiktiven Tonliebhaber vor, der 
seine Wünsche folgendermaBen in Worte kleidet: Ich erkenne den hohen 
Wert reiner Oktaven und Quint'en an, aber ich kann doch billig ver- 
langen, daB man damit auch praktische Jlusik niaühen konne, iind zwar 
mit bescheidenen Tonmitteln. Riezu braucht man aber bei einer 
maEigen Anzahl von Tonen eine genügende Auswahl von Tonleitem, 
die wieder am besten in einern geschlossenen, in sich zurückkehrenden 
Tonsysteme zu haben sind. Ich wünsche also ein solches, auch wenn 
es mit einem kleinen Opfer an Reinheit der Quinten erkauft werden 
müBte. Dicsem Hegehren wird durch das gegenwzrtig im Gebraiiche 
stehende 12 stufige, chromatische Tonsystem Genüge geleistet, welches 
wir im Vorhergehenden bereits sattsam kennen gelernt haben. Die 
Temperaturen der konsonanten Intervalle in demselben sind: 
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Der Vergleich dieser Zahlen mit denen des Pythagoraischen Tonsystems 
1 

Iehrt, daB man durch e i ~ i  sehr geringes Opfer von ss7 der Schwingungs- 

zahl, gebracht an der Reinheit der Quinte, eine sehr merkliche Auf- 
besserung um beilàufig den 3fachen Betrag bei den beiden Terzen 
erzielt hat. Die Septime hat siçh aber verschlimmert in einem &Be, 
da1 man genotigt ist anzunehmen, die reine Septime sei im chroma- 
tischen Systeme durch gar keinen Ton vertreten. 

Gehen wir jctzt von den Verehrern reiner Quinten zur Voraus- 
setzung eines Tonforschers über, der ein anderes Intervall, etwa die 
kleine Terz in  besonderen Schutz nimmt, also ein Tonsystem zu haben 
wünscht, in welchem t - 1 ist; mithin ist vermoge der Gleichung (24) 
p = T, und infolge der zweiten der Gleichungen (22): 

Diese Zahl belehrt uns, daB man die reine kleine Terz nicht um- 
sonst erhalte, sondern mit einem namhaften Opfer an Reinheit der 
Quinte bezahlen müsse. Aber auch aile übrigen Eigenschaften eines 
Tonsystems sind nur um den Freis zu haben, z. B. das geschlossene 
Rückkehren in sich selbst. Und wenn man das in  Rede stehende Ton- 
system in ein geschlossenes umschaffen will, muB man so fragen: Wie 
vie1 muB man von der absoluten Reinheit der kleinen Terz ablassen, 
um dafür ein geschlossenes Tonsystem zu erhaltcn? 

Die Antwort auf diese Frage erstreben wir BO: Ein geschlossenes 
m-stufiges Tonsystem ist vorhanden, wenn man in der Quintenreihe 
einen Ton Q, entdecken kann, der für irgend ein q dem Grundtone Q, 
gleich wird. 

Setzen wir also Q,= Q,, das hsiI3t: 

3m 5 -  --pmg, und mtersuchen, ob dieser Gleichung nicht 

für den obigen Wert von p oder einen sehr wenig davon verschiedenen 
und für irgend welche ganzzahligen Werte von m und a: Genüge zu 
leisten wiire. Die Gleichung schreiben wir in folgender Gestalt: 



Die letztere dieser beiden Gleichungen suchen wir nun annahemngs- 
meise aufzul5sen in ganzen Zahlen für x und m; wir setzen zu diesem 
Behufe anstatt q den durch die Gleichung (28) gegebenen Wert  und 
entwickeln sodann den zweiten Teil der Gleichung (31) in  einen Ketten- 
bruch. Der deinselben am nachsten kommende Niherungsbruch kann 

5 
dann fiir genommen werden. Es  wird so: 

Der zum letzten Nenner 2 hinzugefügte negative Ergiinzungsbruch ist 
so Hein, daB er vernachlassigt werden kann. Man bekommt also einen 
sehr genauen Niiherungsbruch: 

(32) 
x 11 -=- 
m 1 9 '  

aus welchem zu schlieBen ist, daB es wirklich ein geschlossenes 19stu- 
figes Tonsystem in der nachden Niihe desjenigen mit absolut reinen 
kleinen Terzen gebe. 

Seine Quintentemperatur entspricht aber nicht der Gleichung (28), 
x 11 sondern muB aus der Gleichung (30) fiir - = - neu berechnet werden: 
m 1 9  

Mit Hilfe dieser werte des q und seines Logarithmus schreitet man 
zur neuen Berechnung von T, t und s aus den Formeln (22) und erhilt 

Das geschlossene 19 stufige Torisystem hiitten wir also ziemlich 
l der Schwingungszahl dcr billig erhalten, gegen ein Opfer von ii:5s 

Meinen Terz. Die Tone folgen in diesem Sydeme einer geometrischen 

Progression, deren Quutient 'V2-z 1 .O37 155 ist. 
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Sie sind: 

Dieses ist das Tonsystem Opeits. Es besitzt sehr schiitzbare Eigen- 
ochaften, die es in der Tat empfehlen. Zwar ist die Reinheit der Inter- 
valle eine miiBige. Allein schon der Urnstand,' daB ein so intelligenter 
und erfahrener Musiker und Akustiker wie Opelt sein Tonsystem dem 

239 musikalischen Publikiim cmpfehlen konnte, bemeist zur Genüge, daB 

wenigstens f ü r  die groBe Mehrzahl musikalischer Instrumente eine sehr 
gut zulassige Temperatur der Quinte sei. 

Es scheint übrigens gerade die rechte Anzahl von Tonen eu )Je- 
sitzen, weder zu wenig, noch zu vie], sondem für das Bedürfnis der 
Xusik gerade genug. Den Reweis hiefür scheint die Erfiahrung xu 
geben, nach der Violinspieler unter anderen wirklich 19 T6ne kennen, 
und die musikalisclie Notenschrift auch Zeichen für 19 Tone besitzl. 



Von L. E ~ X I ~ Y I .  355 

Au6 ihnen werden 19 Dur- und eben so viele Moll-Tonarten und 
Leitern gebildet, was mehr als genug ist. Die Tonintervalle iu der 
reinen Tonleiter vermag das Opeltsche System treuer wieder zu geben, 
als das chromatische, weil es bereits einen Unterschied macht zwischen 
groBen und kleinen Halbtonen. Uer groBe hesteht a m  zwei, der klcine 
aus einer Tonstufe, der ganee Ton hat drei Stufen. Mithin geben die 
5 ganzen und 2 groBen IIalbtone der Skala gerade 19 Tonstufen des 
Systems. Diese Halbtone sind nun wohl nicht ganz die der reinen 

2 5 
Skala, wo dein kleinen Halbton dau Schwingungsverhsltnis 52 = 1 - 0416, 

1 6  
dem groBen das 15 = 1 0666 entspricht, wahrend Opelt hicfür die 

Zahlen: 1 .O372 und 1 .O756 hat. E s  kommen diese Zahlen aber doch 
den reinen VerhZltnisseii naher, als der gemeinsame Reprasentant beidcr 
Halbtone im 12 stufigen Systeme, niimlich: 1 0595. 

Diese Beispiele bereits beknnnt gworde?zer Tonsysteme mogen 
genügen, W i r  wenden uns niin zu'solchen Systemen der ersten Klasse, 
die auf Grundlage dieser Theorie aufgebaut bisher ~ o c h  nicht bekun~~t  
geworden sind, und lassen deshalb noch einen hypothetischen Musik- 
liebhaber auftreten, der folgende Betrachtung anstellt: Wer irgend 
etwas, also auch ein Tonsystem haben will, muB sich var allem anderen 
die Frage stellen, was kann ich vemünftiger Weise wollen und auch 
erhalten? Hiezu gehort aber die volle und genaue Kenntnis aller 
Eigentümlichkeiten der gewünschten Sache, mit denen man sich also 
zu befreunden hat. Die hier am meivten in Betracht zu nehmeride 
Eigentümlichkeit eines Tonsystems ist der innige Zusammenhang aller 
seiner Eigenschaften, infolgedessen man keine von ihnen antasten kann, 
ohne alle übrigen mehr oder weniger zu verletzen. Deswegen erhglt 
man hier auch nichts umsonst; alles muB mehr oder weniger teuer 
bezahlt werden, am aller kostspieligsten aber ist die absolute Reinheit 
irgend eines Intei~alles.  Die absolut reine Quinte z. B. mu8 mit 
heulenden Terzen und Septimen bezahlt werden. Wer  absolut reine 
kleine Terzen haben will, muB dafür die übrigen Intervalle bis zum 
iiuBersten temperieren, beinahe iibertemperieren. Dies kommt unstreitig 
daher, daB reine Intervalle mit dem Urbegriffe eines Tonsystems im 
direktesten W7iderspruche stehen. Aber auch andere geschatzte Eigen- 
schaf t~n e i n ~ s  Tonsystems müssen um diesen Preis der Reinheit im 
allgemeinen erkauft werden, z. B. das geschlosüene Rückkehren in sich 
selbst. Uan hat also jederzeit sorgfaltig dasjenige, was man an guten 
Rigenschaften erreichen wiil, gegen das, vas  man aufopfern mua, in 
die Wagschale eu legen, und acht zu geben, da1 mari bei dem Handel 
uicht zu kurz komme. Dam jedoch ist es unerlaBlich, daB man diese 
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guten Eigenschaften nicht nur kenne, sondern auch ihrem relativen 
Werte nach richtig zu schatzen wisse. Sie sind: 

1. Die Reinheit der Intervalle. 
2. ~ k o n o m i e ,  das heiBt maBige Anzahl der m m  Musizieren be- 

n6tigten Tone. 
3. Genügende Menge und Auswahl an Dur- und Moll-Tonarten. 
4. Geschlossenes Rückkehren in sich selbst samt dern hiemit in 

Verbindung stehenden Fortschreiten der T6ne in geometrischer 
Progression. 

5. h s c h l u B  an denjenigen Teil der gegenwartig in Übung stehen- 
den Gesetze der Tonkunst, der dem Fortschritte derselben in 
der Zukunft nicht hinderlich k t .  

6. Auch das musikalische Instrument ist in Betracht zu ziehen, 
und das Tonsystem sol1 womoglich dem Baue und sonstigen 
Eigentümlichkeiten desselben nicht widerstreben. 

Um über den relativen Wert  dieser Eigenschaften zu richtigeren 
Hegriffen zu gelangen, nehmen wir sie der Reihe nach vor und ergehen 
uns über dieselben in  folgenden Betrachtungen. 

Die Reinheit der Lntervalle anlangend ist schon bemerkt worden, 
daB sie teuer zu stehen komrnt, und es kann auch noch hinxugefügt 
merden, daB sie, über eine Grenze hinaus getrieben, wertlos ist. Denn 
es gibt für jedes konsonante Intervall eine Verfalschung, die so klein 
ist, daB sie von einem musikalisch gebildeten llurchschnittsgehtir unter 
Umstiinden, unter welchen man Musik zu machen pflegt, eben noch 
nicht bemerkt werden kann, aber doch so groB ist, daB eine geringe 
Steigerung sie schon bemerklich machen würde. 

Diese Verfdschung heiBe die virtuelle VerfaZschmg des ent- 
sprechenden Intemalls und die ihm entsprechende Temperatur die vir- 
tuelle Temperatur. 

Über die Grenze dieser virtuellen Temperatur hinaus ist jede 
Steigerung der Reinheit des Tones nur von sehr geringem Werte, denn 
sie kann nur durch künstliche Mittel bei der Stimmung der Instru- 
mente hervorgebracht werden, und ist, wenn eustande gcbracht, gar 
nicht wahreunehmen, auBer eben mit diesen Hilfsmitteln, z. B. Stimm- 
gabelapparaten. Man kann aber doch nicht mit einem ganzen Stimm- 
gabelkabinett ins Konzert gehen, und k6nnte man es, so würde es im 
Sturme schriell verbrausender T h e  doch nichts nüteeli. Es gibt also 
eine für die praktische Musik nicht nur unerreichbare, sondern auch 
überflüssige Tonreinheit, die aber für den, mit dem Aufbau eines Ton- 
systoms heschaftigten Theoretiker einen groBen Wert hat, weil aie einzig 
und allein das Kapital bildet, durch dessen Aufopferung die heulenden 
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Wolfe beseitigt und alle schitzbaren Eigenschaften dieses seines Ton- 
systems erkauft werden. 

Die Reinheit der konsonanten Intervalle hat also allerdings in 
einem Tonsysteme einen hohen Wert, aber nur bis zur Grenze der 
virtuellen Temperatur. Innerhalb dieser Grenzen hingegen ist eine 
weitere Annaherung an  die absolute Reinheit nicht nur nutzlos, sondern 
in den meisten Fiillen sogar ein Fehler, es sei denn, daB der Erfinder 
imstande wiire eu beweisen, daB durch Aufopferung dieser über- 
flüssigen Reinheit kein namhafterer Vorteil zu erreichen gewesen ware. 
Es folgt hierans, daB der nach einem neuen Tonsystem strebende Er- 
finder folgcnde zwei Dinge kennm sollte: 

a) Die virtuelle Temperatur der (konsonanten) Intervalle: Quinte, 
groBe und kleine Terz und Septime; 

b) Eine analytische Methode, die Temperaturen (22) dieser Inter- 
valle in die Grenzen der virtuellen Temperaturen eineusrhlieBen. 

2. Rücksichtlich der zweiten Eigenschaft eines Tonsystems, nain- 
lich 0konomie der Tone, ist bereits in1 II. Abschnitte die Bernerkung 
gemacht worden, da8 man die Sparsamkeit mit denselben auch zu weit 
treiben kome, da8 aie im chromatischen Tonsysteme wirklich zu weit 
getrieben scheine, und es kann noch hinzugefügt werden, daB nach 
den bisherigen Erfahrungen die Zahl 19 das Minimum der zu einer 
guten Musik notmendigen Tone zu enthalten scheine. 

E s  kann indessen hier nicht unerwiihnt bleiben, daB bei gewissen 
musikalischen Instrumenten z. B. Orgeln, Harmoniums, Klavieren, die 
ohnehin Hunderte von Saiten, Pfeifcn, Federn und dergl. enthalten, jede 
Rücksicht auf 0konomie beinahe liicherlich erscheint. Bei solchen ist 
daher eher Sorge zu tragen, daB aie ungeachtet ihres groi3en Reichtums 
an Tonmitteln nicht dennoch an Tonmangel leiden. 

3: Hinsichtlich der notwendigen Anzahl der Moll- und Dur-Ton- 
arten kann bemerkt werden, da0 12 solche, wie im chromatischen 
Systeme, vollkommen hinreichen, da0 es aber nicht allein auf die An- 
zahl ankommt, sondern auch auf die Verbindung dieser Tonarten unter 
sich. Man sollte namlich wenigstens zur Mehrzahl derselben, wenn 
nicht zu allen, auch die zunachst verwandten Dur- und Moll-Ton- 
arten besitzen. 

4. Der Ubergang von einem unendlichen eu einem geschlossenen 
Tonsysteme ist einer Ersparnis von 7 bis 9 Tonen gleich zu achten; 
dies gilt jedoch nur in der ersten Kiasse dieser Systeme und unter 
der Voraussetzung, daB man alle T6ne des geschlossenen Systems auch 
wirklich benutzt. Sind ihrer BO viele, daB man nicht alle brauchen 
kann, sondern eine Gruppe derselben von der wirklichen Verwendung 

Zeitschnft L Mnthamatik u. Phy~ik .  61. Band 1904. 4. Heft. 24 
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ausscheiden muB, dann sind alle Vorteile des Geschlossenseiris auf- 
gehoben bis auf den der Aquidistanz der Bestandtihe, der aber an 
und für sich schon groB genug ist, um für ein geschlossenes, selbst 
vielstufiges System sogar ein Opfer eu rechtfertigen. 

Die Kenntnis der virtuellen Temperatur der Quinte, groi3en und 
kleinen Terz und der Septime ist wohl eine wichtige; sie geht aber 
den Musiker und Akustiker an, der Itechner kann sic bei der Auf- 
stellung der Theorie der Tonsystenie als gegeben ansehen. Diese vir- 
tuellen Temperaturen seien also p', Tg, t' und s', so sind die virtuellen 
d. h. gr6Bten zulàssigen Verfiilschungen dieser Intervalle 

Die reziproken Werte derselben aber k6nnen als die Gewichtseuhlen 
einer Verfülschng (spezifische Enipfindliclikeit) der Quinte, groBen 
und kleinen Terz, und der Septime angesehen werden, wenn man auf 
das Zeichen keine Rücksicht nimmt und nur den numerischen Wert 
beachtet. Diese Gcwichte mogen beziehentlich: 

9 ,  S, t, 3 
heiBen; so hat man: 

1 5 = --- 
(T' - 1) ' t = I  

(t' - 1) 

Jetzt ist noch eine Methode vonntiten, die Abweichungen von der 
Reinheit der konsonanten Lutervalle untereinander auszugleichen und 
womoglich in die Grenzen der virtuellen Temperatur zurückzuziehen. 
Die Wissenschaft besitzt eine verkBliche Methode dieser Art, niimlich: 
Die Methode der kleinsten Quadratsummen. Sie wird in der Physik 
und Astronomie zur Ausgleichung der Beobachtungsfehler verwendet, 
und, nach dem von GauP entdeckten Prinzip des kleinsten Zwanges, 
beherrscht sie auch die ganze Korperwelt. 

Zwar ist ihre Verwendbarkeit an die Bedingung geknüpft, da8 
positive und negative Fehler von gleicher GroBe auch gleich wahr- 
scheinlich seien, was auf das Gebiet der T h e  übertragen vielleicht 
nicht mit aller Strenge richtig id, inderu gewisse Intervalle für posi- 
tive und negative Verf%lschungen ungleiche Empfindlichkeit offenbaren 
dürften. Allein es handelt sich hier eunachst nur darum, die Tempe- 
raturen dicser Intervalle in die Grenzen der virtuellcn Temperaturcii 
einzuschlieBen, und hiezu ist die 'dethode der kleinsten Quadratsummen 
ganz geeignet. 

Macht man davon Gebraucli, so ist das Tonsystem EU suchen, für 
welches die Sunime der Quadrate aller Aufopferungen au Reinlieit oder, 
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mas dasselbe ist, aller mit ihren Gewichten multiplizierten Verfalschungen 
ein Minimum ist. 

Bei allen Tonvystemen der Itou Klasse hiingen die Tempcraturcn y, 
T l  t ,  s, durch die Gleichungen (22) zusammen; die Verf%lschungen 
sind mithin: 

- 1, T- 1, t - 1, s - 1. 

X t  ihrcn Gewichtszahlen q ,  X, t, 5 uiultipliziert, geben sie folgendc 
Werte der Abweichungen von der Reinheit 

q(y-  1),  X(T-1), t ( t - l ) ,  G(s- 1). 

Die Summe ihrer Quadrate sei 2, so daB 

hesteht. Nun ist die Quadratsumme 2 zu einern 'iliniinum zu machen. 

Da sie vermoge der Gleichungen (22) betrachtet n-erden kann als 
Funktion der Temperatur y der Quinte, B O  erhalt man durch Differen- 
zieren die Bedingungsgleichung des Minimums: 

Nun ist aber aus der Gleichung (23): 

E'ührt man diese TVerte und jene für ï', t ,  s aus (22) ein in die 
vorliegende Gleichung, so ergibt sich zur Bestimmung von y: 

Geordnet ist sie eine algebraische Gleichung vom 26'8. Grade, 
n:mlich : 

die wohl allen Versuchen, sie allgemein aufzulosen, widerstehen würde. - 

Man brauclit aber hier auüh nur eine einzige, nahe unter der Ein- 
heit liegende Wurzel, die man mit Leichtigkeit erhalt, wenn man die 
Beschaffenheit des y berücksichtigt. 

24*  
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Dies kenn nach Belieben entweder in der vorliegenden Gleichung 
gescheheri, oder auch in der Gleichung (35)) und awar auf folgende 
Weise. E s  sei 

(36) q = 1 - x ,  

so bedeutet x einen sehr kleinen positiven Bruch; ebenso nehme man an 

unter O, z, 6 ebenfalls sehr kleine Brüche verstanden. Die Gleichungen (22) 
und (35) gehen durch Einführung dieser sehr kleinen GroBen, deren 
h6here Potenzen auBer acht au lassen sind, über in 

(37) 

Setzt man jetzt dZ = 0, so eigibt sich zur Hostirnmung von x folgendn 
d x 

Gleichung des ersten Grades : 

aus welcher der folgende Wert x, als Minimum der Verfalschung der 
Quinte, gewonnen wird: 

oder auch 
2'9 .  311. 7 9 5 9 +  Z P 8 .  5 = .  7 9 t e +  317 . s 4 .  11. 31. $ e  

~ - - - - - -- 
X = ~ i 5 :  5 < 7 ~ ~ q e + - 2 e ï .  3 1 ~ r y ~ % e +  5 ~ s . 3 3 4 .  ? e t % +  2 ,  3 5 1 . 5 4 .  s e  

Dieser Ausdruok ist in hohem Grade lehrrcich, d o m  m a n  gewinnt aus 
ihm eine sehr vollstandige ~ b e r s i c h t  über die Temperaturverhiltnisse 
aller Tonsgsteme der ersten Klasse, selbst derjenigen, die den extremsten 
Anforderungen der absoluten Heinheit oder auch der giinzliclien Ver- 
nachlassigung jedes beliebigen Intervalles entsprechen; dies gestattet 
die bisher durch nichts beschrankte Willkürlichkeit der Gewichtsfaktoren 
92, P, ta, P. 

Wdl man namlich irgend eine dcr Konsonanzen besonders bevor- 
zugen, also ganz rein liaben, so setzt man die derselbeu entsprechende 



Gewichtszahl nnendlich; will man sie hingehen ganz vernacl;liissigen, 
so setzt man diese Gewichtszahl gleich Null. 

Sun wir zuvorderst das erstere, so ergibt sich 

Diese Formelri dienen vor allern anderen dazu, das MaB der Ge- 
nauigkeit der Gleichung (%), aus welcher sie hervorgehen und hie 
selbstveretkdlich nur eine angenaherte sein kann, weil bei ihrer Ab- 
leitung die hoheren Potenzen von x weggeworfen wurden, zu be- 
urteilen. Denn die der absoluten Reiriheit der Quinte, p-oBen und 
kleinen Terz und Septime entsprechenden Werte der Verfalschung x 
lasscn sich auch ails den Urgleiçhungeu der Tonsgsteme erfiter Klasse 
(22 ) ,  und zwar niit beliebiger Genauigkeit, dadurch ableiten, düB nian 
der Reihe nach erst p, dann T, dann t und endlich s der Einheit 
gleich setzt. 

Dies gibt aber: 

Die geringe Verschiedenheit dieser genaueren Werte von x von 
den durch die Gleichungen (39) gegebenen dient als Beweis, daB die 
Formel (38) genügend genau und verliBlich k t .  

Die in Bruchform erscheinenden Werte von x in den Gleichungen 
(39) iindern sich nicht, wenn man ~ j ih le r  und Kenner des ersten dieser 
Brüche mit q2, ebenso Zahler und Neriner des zweiteri mit  5: des 
dritten mit t: des vierten mit 1' multipliziert. 

Ferner weiB man)-daB, wenn man aus mehreren solchen Brüchen, 
deren Zkhler und Nemer positiv sind, einen rieuen Bruch bildet, dessen 
Zahler die Summe aller Zahler, dessen Nenner die Summe aller Nenner 
ist, dieser Bruch ein Mittelwert ist zwischen den Briichen, aus welchen 
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er auf die angegebene MTeise entstanden ist, niirnlich p6Ber als der 
kleinste und kleiner als der groBte von ihnen. Dieser Bruch ist aber 
genau das x der Formel (38). E s  ist mithin für alle moglichen Werte 
von q,  S, 1: und 3 von O bis oo: 

1 
x >= O und zugleich x < 240 

Nun hat man aber x = O für das griechische Tonsystem des P y t h a -  
goras ,  mit welchem das chromatische dem mathematischen Urspninge 
nach identisch ist. E s  ist nimlich das System der reinen Quinten, 
modifiziert durch die F'orderung des geschlossenen Rückkehrens in sich 

1 
selbst. Ebenso ist x = ; nahezu das System O p e l t s ,  also das System 

240 
der reinen kleinen verzen, modifiziert durch die Porderung der ge- 
schlossenen Rückkehr in sich selbst. Diese beiden Systeme stehen da- 
her an den %uBersben Grenzen der ganxen Iieihc von Tonsystemen erster 
masse, das chromatische mit den am wenigsten, das O ~ e l t s c h e  mit 
den am meisten temperierten Quinten. 

Die Folgerungen aus der Formel (38) sind noch nicht erschopft. 
Fassen wir namliçh die daraus abgeleiteten Werte (39) niiher ins Auge, 
so gewahren wir, daB durch beinahe eine und dieselbe Verfalschung 
der Quinte die groBe Terz und die Septime absolut rein gemacht 

1 1 
werden kihnen, erstere durch x = , , letztere durch x = .- - 

J22 ,342 
E s  besteht also zwischen der schonen, heiteren GroBterz und der 

sanften Septime ein besonders inniges Verhiiltnis, infolgedessen beide 
zugleich der gr6Beren Rcinheit tcilhaftig werden und sich auch beide 
zugleich in heulende Wolfe verwandeln. Diese Umiinderung geschieht 
aber bei der Septime vie1 rascher als bei der Terz, wovon man sich 
am bestcn überseug-t, wenn Inan die erste und dritte der Gleichungen (22) 
differenziert, wodurch man erhült: 

Da p irnmer nahe der Einheit und unter derselben ist, so hat man 
anniiherungsweise : 

dT = 4dq, ds = lOdq, 

d. h. die Temperatur der Terx andert sich viermal und die der Septime 
gar zehnmal so rasch als die Temperatur der Quinte. wenn sich da- 

1 
her die Verf%lschung x der Quinte nur sehr weriig, z. B. uni -- 1000 von 

1 
dem Werte r = für welchen die Septime rein ist, entfemt, no steht 

10 - L 
diese letztere bereits in der Entfernung 3 - 100 von der Reinheit, 

ist also schon namhaft falsch. 
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I n  dieser J ' ibereinst imm~n~ der groi3en Terz mit dcr Soptime 
scheint ein Vorteil zu liegen, der darin besteht, daB man, wenn man 
ein Tonsystem mit reinen Terzen konstruiert, auch beinahe reine Sep- 
timen umsonst mit in den Kauf erhàlt und umgekehrt. Dies ist aber 
gecignet, die Aufmerksamkeit auf zwei neue Tvnsysteme zu lenkcn, das 
mit reinen Terzen und das mit reinen Septimen. Ihre aus den Glei- 
chungen (22)  für T = 1 und s = 1 berechneten Temperaturen sind be- 
ziehentlich: 

3'21 *=1-.'=.- 1 321  1 569 T-1 1 = 1 - - - =  $=l-  =- 
322 8 2 2 '  

(41) 
328 322'  ' 370 570' 

341 a L 1 - l  _ -  1 -  1 t = l - -  1 
342 342' 1422 ' 276 '  s = l m  

Die Logarithmen der q sirid beziehentlich: 

log p = - 0.0013488, 

log p = - 0.0012723. 

Diese Zahlen sehen den Rechner rie1 freundlic'her an als die irn chro- 
matischen und die im Opeltschen Systeme, und es ist beinahe merk- 
miirdig, daB unter allen Puritanern dcrjenige, wclcher die unbeachtete, aus 
der modernen Tonkunst ausgestoBene reine Septime in besonderen Schutz 
nimmt, das beste Tonsystem bekommt, menn er nur riach Zahlen urteilt. 

Um eine moglichst rollstandige Übersicht über alle Tonsysteme 
der ersten Klasse zii gewinnen, ist es aber notwendig, auch die jeden- 
falls berechtigtere Meinung, daB die siimtlichen konsonanten Intervalle, 
und nicht nur eines derselben, zu berücksichtigen seien, ins Auge zu 
fasscn. Wir  fangen auch hier mit der extremen Annahine an, da8 die 
siimtlicheri Eonsonanzen ejnander ebenbürtig und die Gemichte ihrer 
Verfalschungen gleich seien, also 

q=z=t=s. 

Pür die Richtigkeit dieser Annahme kann man sich auf eine sehr 
gewichtige Autoritat, niimlich H e l m h o l t z ,  berufen, der an einer Stelle 
seines berü'hmteri Werkes tlagt, daB zwar die verschiedenen Konsonanten- 
intervalle, der allgemein verbreitcten Meinung der Musiker gemaB, ver- 
schiedene Empfindlichkeit besitzen inogen, aber nur in der Melodie; in 
der Rarmonie hingegcn, d. h. im Akkorde seien sie alle gleich empfind- 
liçh. E s  genügt dies, denn die Empfindlichkeit im Akkorde i d  offen- 
bar die grogte, mithin hier maBgebende. 

Die Gleichuiig (38) liefert dieser Annahme entsprechend einen 
Wert von x, niirnlich 

, 1  
x = 0.002975227 - -- 

336 



Petzvals Theoïie der Tonsysteme. 364 

und p = 1 - x = 0.9970248, 

log q = 0.9987050 - 1, 
log q = - 0.0012941. 

Die diesem Werte von p entsprechenden Werte der übrigeii Tem- 
peraturen T, t und s, berechnet aus den Gleichungen (22), sind: 

Hier liegen also drei wenig voneinander verschiedene Tonsysteme (41) 
und (42) vor: das der reinen GroBterz und der reinen Septime iirid 
dm System der Gleichberechtigung aller konsonanten Intervalle, welches 
zwischen den beiden ersteren beinahe in der Mitte liegt. Untersuchen 
mir auch hier, ob nieht vielleicht eines dieser Sonsystemc durch eine 
sehr kleine Anderring seiner Temperaturen zu einem geschlos?ienen um- 
gestaltet werden kann; das wird moglich sein, wenn es eine temperierte 
Quinte Q, gibt, welche dcm Grundtone Q, sehr nahe gleich ist, wo 
nian d a m  ein geschlosseries mstufigeu System erhalten wird. 

Es ist nun: 
3, ernlfiZm und Q,=O 

daher, Q, = Q, gesetzt, 

also 
3: 1% 3 + log_- - 1, - = -- 
Tn log 2 

Man hat aber in den 3 obcrwiihnten Fiillen 
q = x = t = @  s = l  

l o g 3  = 0.4771213, 0.4771213, 0.4771213, 

log p = - 0.0013488, - 0.0012941, - 0.0012723, 

log 3 + log p = 0.4757725, 0.4758272, 0.4758488. 

Dividieren mir jetzt die letzten 3 Zahlen diirch den log2=0.3010300 
und bringen die Quotienten in die Kettenbruchform, so ergeben sich 

die folgenden 3 Werte von %: 
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Sie unterscheiden sich mir in den Ergiinzungsbrüchen, die beziehentlich 
1 1 1  

nahe -- 7 ,  5 6 ,  11 sind, mithin alle klein genug, um weggelassen werden 

eu konnen. 
Alle drei Werte von 2 gehen d a m  in den Niherungshruch 

x 18 
. - -- - 

m 31 
über. 

Es wird wnhl kaum einen Musiker geben, der sich mit den Grund- 
satzen, nach welchen wir bisher Tonsysteme gebildet und dem Leser 
vorgeführt haben, vollstiindig einverstanden erklaren konnte, selbst 
wenn er der Erfinder eines derselben ware. P e t z v a l  meint, da5 sich 
e .  B. O p e l t  zuiri Grundsat~e der unverfilschten Reiriheit der kleirien 
Terzen schwerlich bekannt hiitte, wiewohl sein Tonsgstein nach diesen 
Grundsatzen aufgebaut ist. Ebenso sei es zu bezweifeln, daB K o c h  dem 
Grundsatzc der Gleichberechtigung aller knnsonanten Intervalie un- 
bedingt beigepflichtet hatte, wiewohl er denselben tatsichlich in seinem 
Tonsystem niedergelegt hat. Selbst der alte P y t h a g o r  E S  ware, wenn 
er noch lebte, gewiB kein Quintenpuritaner mehr. Die am allgemeinsten 
in der musikalischen Welt verbreltete Meinung dürfte vielmehr die sein, 
daB die Konsonanzen verschiedenen Ranges seien, und daB eine und 
dieselbe Verfalschung, angebracht an der Quinte, vom Gehor weit übler 
emphnden werde, als an der Terz und Septime. 

Da man aber über die genauen numerischen Werte der Ge- 
wichte q ,  x, t und 3 der Verfalschungen keine verlifilichen Angaben 
hat, so scheinen auch zu einer endgültigcn Losung des Problems des 
allerbesten Tunsjstems die genügenden Daten nicht vorzuliegen. 

Wir  suchen nun endlich auch dieser verbreitetsten Meinung des 
zahlreichen musikalischen Publikums gerecht zu werden: da1 namlich die 
konsonanten Intervalle weder ausschliei3lich zu bevorzugen, noüh als 
gleichberechtigt aufzufassen seien, sondern daB unter ihnen eine 
Itangordnung bestehe, kraft welcher sie in die folgende Ordnung zu 
stellen sirid: 

Quinte, GroBterz, Kleinterz, Septime. 

In Ermangeliing sicherer Daten stellen wir, um das ganze Feld der 
bezüglichen Tonsysteme xu überblicken, swei Annahrnen auf, namliüh: 

1) Die extreme Annahme, daB die Quinte an Rang und Gewicht 
ailen übrigen Konsonanzen sehr weit, etwa im Verhaltnis 5 :  1, iiber- 
legen sei, die übrigen aber untereinander gleichberechtigt, sodaB man 

q = 5 ,  5 = t - 8 = 1  
anziuiehmen hat. 
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2) Die gemiiligtere Annahnle, die. zwischen dieser extremcn und 
der Gleichberechtigung der Intervalle in der Mitte liegt, der Quinte 
etwa nur die Hiilfte des obengenannten Cbergewichtes über die groBe 
Terz zugesteht, dagcgcn aber auch die übrigen Intervalle gegen einander 
miiDig abstuft, BO etwa, daB man 

setzt. Führt man diese hciden Systcmo von Tbrerten für die Gewichte 
der .Verf%lschungen in die Formel (38) ein, so erhalt man die folgenden 
zwei Werte der Verfiilschungen x und der Temperaturen q der Quinte: 

1 
x = 0.002G6692 - =, p = 0.99733308, logp = - 0.0011598. 

Untersuchen wir hier sogleich, ob mit geringer Anderimg dicser 
für q gewonrienen Zahlen nicht eines der gesuchten Tonsysteme oder 
auch beide zur Rückkehr in sich selbst zu bringen seien. Hierzu dient 
dieselbe Gleichung, die wir auch bei den Systemen von O p e l t  in An- 
wendung setxte~i : x log3 + logp 

- - - - -- - - 
rn log 2 1, 

und die in ganzen Zahlen fiir x und I r b  anniiherungsweise aufznl~sen 
ist. Man hat eu dieseru Zwecke 

l o g 3  = 0.4771213 0.4771213 
log p = - 0.0010954 - 0.0011598 

log 3 f logp = 0.4760259 0.4759615. 

Dividieren wir jetzt die erhaltenen 2 Zahlen durch den log 2 = 0.30103Ci0 - 
x in Kettcnbriichform, so erhalten wir folgendo 2 Werte von nL 

5 1 - = - - 1 -- 
1n 1 1 '+- * 1+-- 1 

1 + p 1  l+-- 1 
2+- 1 2+-- 

l + - ,  - l+-- 1 
1 + --- 9263 1+- 

3-- 
72592 2+--- 

'+ -6410 
+m 

Von diescn zwei Kcttcnbrüchen gibt der erste, wenn nlan den etwa 
1 

- - 
8 

groi3en Ergiinzungsbruch auBer Acht IaBt 

x 25 tn = 43, mithin x - 25, nt = 43, 
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welchcn Zahlen ein geschlossenes 43stufiges System in geoinetrischer 
Progression stehender T6ne entspricht, und zwar mit dem Faktor 

42/? = 1.016250. 
Den korrigierten Wert entnimmt man auch hier der Gleichung 

m + 2  
log q = --- 

ln 
log 2 - log 3 

Hiem gelioren die aus den Fundamentalgleichurige~i (22) gezogenen 
Werte der übrigen Temperaturen 

Der zweite Kettenbruch zieht sich mehr in die Lange, bis e i  eine 
Stelle bietet, an der er mit Vorteil abgebrochen werden kann und nach 
Weglassung des allerdinp nicht sehr kleinen Erginzungsbruches 
6410 1 - - -- 

r 43  
36955 6 

beilaufig einen Wert von - = - liefert. 
rn 74 

Man begegnet hier also einem Tonsystem von etwas ÜbermaBiger 
Stufenanzahl. 

Da bisher nur Beispiele geschlossener, in sich zurückkehrender 
Tonsysteme vorgekommen sind, mithin gar keine Gelegenheit geboten 
war, auch die Bchandlungsweise uncndlicher Tonsysteme zu zeigen, so 

wird es zweckmiiBig sein, die sich hier darbietende Veranlassnng zu 
benützen und das letztgenannte System mit dem laiigen Kettenbruche 
als unendliches Toilsystcm ailfzufassen. DemgcmiiB lassen wir seine 
Q~in ten tem~era tur  urikorrigiert, und berechnen daraus mit Hilfe der 
Gleichung (22) die Temperaturen der übrigen Intervalle: 

Dies miren also die zmei, nur beispidsweise angeführten, der Voraus- 
setzung ungleichberechtigter konsonanten Intervalle entsprechenden Ton- 
systeme in ihren Grundzügen und Eigenschaften. 

Da indcsscn schon die 31 T6nc des K o c h  schen Systems eine zu 
groBe Anzahl bildeten, und für die Verwendung eine' Auswahl von 
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19 derselben mit Hinmeglassung der übrigen notwendig schien, so 
werden hier umsomehr die 43 oder gar die unendlich vielen T h e  zu einer 
Auswahl von einer kleineren Zahl (nehmen wir wieder 19 an) &tigen. 

Um dieselben also zunachst aus dem 43 stufigen System auszuwihlen, 
benützt man abermals die ununterbrochene Quintenreihe von Q-, bis 
QI,, oder von ces bis cis, und stellt darüber auf dicselhe Weise, wic 
beim 31 stufigen System 18 Tonarten her; hiebei ist es aber iinerlaB- 
lich, alle Schwingungszahlen der 43 Tone als Glieder einer geometrischen 

Progression mit dem Ihktor  41/% zu bercchnen. In der folgenden Zil- 
sammenstellunp sind die berechneten Bestandtone des 43stufigen Ton- 
systems in aufsteigender Ordnung mit ihren mathematischen und musi- 
kalischen Benennungen enthalten, wobei die ausgewiihlten 19 Tone 
durch wagrechle Striche gekerinzeichnet sind. (Siehe S. 369 f.) 

E s  wgre jetzt nur noch zu zeigen, auf welche Weise aus einem 
unendlichen Tonsysteme, das in sich entweder gar nicht, oder erst nach 
einer sehr grnBen Anzahl von Qlierlern eiiriickkehrt, eine m2Rige Zahl 
von Tonen zum musikalischen Gebrauche herausgehoben und in die 
ben6Gigten Tonarten zusanimengestellt werden kann, und wie man sich 
von letzteren vcrmittels einer Tahelle eine klare h e r s i c h t  zu ver- 
schaffen vermag. 

Das unendliche Tonsystem sei das letzte der als Beispiel angeführten 
mit der Quintentemperatur 

1 
p = 0.99733308 = 1 - 5, logq = - 0.0011398, 

und den durch die Gleichungen (43b) gegebenen Temperaturen der 
übrigen konsonanten Intervalle. Man wahlt diejenigen 'l'one, deren man 
zu benotigen glaubt; dies müssen jedoch ununterbrochen zusammen- 
hangende Quinten aus der Quintenreihe sein, etwa: 

Q-7 Q-6 Q-5 Q-.i Q-3  Q-2 Q-1 Qo Q1 Q2 Q, Q, Q5 Q G  Q, Q, Q, Qi, QI, 

Ces G a  Des AS Es B F C G D A E' H Ezs Cis GzsDisAisE,is, 

weil, wenn man die Reihe unterbricht, man sogleich Tone und Ton- 
arten hat, zu denen die Verwandten fehlen. Von dicsen l'onen niin 
und ihren hoheren ersten Oktaven berechnet man die Logarithmeri der 
Schwingungsverhiiltnisse, ebenso von den Tonen die Schwingungsver- 
hlltnisse selbst; die ihrer Oktaven sind zwar leicht zu haben durch 
Multiplikation mit 2, werden aber nioht benotigt. Setxt man der Kürze 
wegen, um nur mit den Schwingungsverhiltnissen zu tun zu haben, die 
Schwingungszahl S des Grundtones Q, - 1, so ist die der nachsten Quinte: 

3 
QI = q ,  log Q, = l o g 3  - log 2 + log y = 0.1749315, QI = 1.49600. 



Von 1,. E R ~ N Y I .  

43 st'ufiges Tonsystem 1. Klasse. 

8 
= - .  

3 3 
7 

oder - t 
2 9 77 

- - 
5 99 

4 
odcr 9 i  f 11 

p- 

14 
= -- 5 

11 7) 

- 2 2 - G(ir. 3 = - 
17 6 77 



Ais 

C'esa 

Ais 

H 
- 
Ces 
- 

AisS 

Bis 

0 
-- - 

a-, 
-- 

Q-19 

Qo 
-- - 
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Die erste hohere Oktave eines jeden Q mollen wir m i t  Q2 bezeichneii; 
ihr Logarithmue wird durch Addition von log 2 eu log Q erhalten, daher 

log Q: = 0.4759615. 

Die Logarithmen der übrigen aufsteigenderi Qiiinten Q,, Q,, Q,, . . . 
erhiilt man nun, weim man immer fort die Zahl 0.1749315 addiert. 
Trifft es sich hierbei, da6 nian eine Summe erhalt, die grtiBer als log2, 
so ist diese nicht der Logarithmus der gesuchten Quinte, sondern der 
ihrer Oktave und man hat den log2 abzusiehen. Iiier fol@ die gaiize 
Rechnung: 

log QI = 0.1749315 Q,  = 1.49600 = 12 
+ 0.1749315 

log Qa = 0.3498630 
- 0.3010300 

log Q, = 0.0488330 Q, = 1.11 901 = D 
+ 0.1749315 

log Q, = 0.2237645 Q, - 1.67404 = A 
+ 0.1749315 

log Qi = 0.3986960 
- 0.3010300 

log Q, = 0.0976660 Q, = 1.25218 = X 
+ 0.1749315 

log Q, = 0.2725975 Q, = 1.87326 = H 
+ 0.1749315 

log Qi = 0.4475290 
- 0.3010300 

lng Q, = 0.1464990 Q, = 1.40120 = Fis 
+ 0.1749315 

log Q; = 0.3214305 
- 0.3010300 

log Q, = 0.0204005 Q, = 1.04810 = Cis 
+ 0.1749315 

log Q, = 0.1953320 Q, = 1.56795 = Gis 
+ 0.1749315 

log QQ = 0.3702635 
- 0.3010300 
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log QI, = 0.2441650 QI, = 1.75455 = Ais 
+ 0.1749315 

log Q;, = 0.4190965 
- 0.3010300 

log Q,, = 0.1180665 QI, = 1.31240 = E ~ s  

Jetzt gehen wir an die Berechnung der absteigenden Quinten, oder 
der Reihe der Quarten. Hier gilt das entgegengesetzte Verfahren: 

Die Zahl 0.1749315 wird immer subtrahiert und der log2 fall- 
weise addiert. Die Rechnung stellt siçh folgenderrnaBen. 

log2  = 0.3010300 
- 0.1749315 

log Q-, = 0.0284325 Q-, = 1.06766 = Des 
+ 0.3010300 

0.3294625 
- 0.1749315 

Nachdem so die SchwingungsverKàltniéise aller benotigten Tone berechnet 
sind, ordnet man aie sowohl, wie auch ihre Logarithmen aufsteigend nach 
ihren numerischen Werten und nimmt namentlich in das Verzeichnis der 
Logarithmcn aiich dieoktaven, wenn nicht alle, sodoch mindestcns einige aiif. 

Hier sind die so geordneten Zahlen, die Schwingungsverhiltnisse in 
der ersten, die Logarithmen in der zweiten Spalte: 
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V. Tonsysteme der zweiten Klasse. 

Wie schon im dritten Abschnitte nachgewiesen wurde, uud wie 
dies auch aus der am Schlusse beigefügten Quinten- und Quartentabelle 
hervorgeht, befinden sich in der Nihe des Grundtones C = Q, nur 
2 ('rruppen von Tonen, dcren Schwingungszahleii denen der reinen 
groBen und kleinen Terz und Septime, niimlich 

einigermaBen iihnlich sind, und zwar zunachst die T h e  

Q,=E=1.2656[ ,  Q - , = E s = l . l X 5 2 ~ ,  Q 1 , = A i ~ = 1 . 8 0 2 0 f .  

Sie geben, wenn zur Rolle der eben genannten Konsonanzen berufen, 
die Tonsysteme der ersten Klasse, von welchen der vierte Abschnitt 
ausführlich handelt. Dann gibt es aber noch in etwas grGBerer, nahe 
der doppelten Entfernung vom Grundtone C, eine Gnippe von Tonen, 
die mit ihren Schwingungszahlen den genannten reinen Verhaltnissen 
ungleich niiher kommen, und aus dieser doppelten Ursache, ncmlich 
sowohl wegen der gr6Beren Entfernung Tom Grundtone, als auch wegen 
der genaueren Kongruenz mit den reinen Intervallen, Tonsysteme von 
hesondernm Wohlklxnge und besonderer Reinheit versprechen. 

Diese sind: 

Ihnen schlieBt sich noch QI, = Ais = 1 - HO2 t an als ein Ton, der zwar 
9 keine Konsonanz, aber doch wegen seiner nahen Verwandtschaft mit f 

sehr geeignet erscheint, die Vertretung einer rauheren Septime zu über- 
nehrnen. Ihnen wollen wir also jetzt dit? Rolle der groBen ;nd kleinen 
Terz, der konsonanten und razthmen Septi,vne übertragen und die Eigen- 
schaften der dieser Annahme entspringenden Tonsysteme erforschen. 

W i r  temperieren zu diesem Zwecke die Quinten f i s ,  Dis unù 
Ceses und erhdten die folgenden S~hwin~ungszah len  dieser temperierten 
T h e :  
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Sie sollen vermoge der ihnen zu Teil gewordenen Temperatur genau 
zusammenfallen mit den ebenfalls tempericrt gedachten Eeintonen (18), 
d. h. beziehentlich mit 

5 5 7 q=4Tt t o = s t t  so = 6 S s'. 

Es bestehen mithin zwischen den Temperatureri der Quinte, GroBterz, 
Kleinterz und Septime q ,  T, t ,  und s die folgenden Gleichungen: 

5 19 6 3" 
- T= 2 7 

- 
Z Y S  

y1.p" a180 4 38*R > 5 2 1 4  > dS=- 

(45) 2 l a  5 .  38 Z P b  
T = 5 , 3 8 p R  t=--@' s = - .  

2 l6 7 . 3 1 d p "  

Bus ihnen folgt unmittelbar 
T t  = q. 

Also gilt auch bei den Tonsystemen der zweiten Klasse dasselbe all- 
gerneine Gesetz, wie bei den Tonsystemen der ersten Klasse, daB niimlich 
die Temperatiiren der beiden Terzen sich zur Temperatiir der Quinte 
in dem früheren S i ~ e  ergiinzen. Der Grund ist der bereits im vierten 
Abschnitte hervorgehobene. Es Sind namlich die beiden Terzen die eine - 
der Quarten-, die andere der Quinteilreihe entnommen, und die Summe 
ihrer Stellenzciger ist 9 - 8 = 1. Die Gleichimgen (45) bestimmen T, 
t und,s in Funktion von q ,  und überlassen diese letztere der freien 
Wahl, so jedoch, daB weder p noch T, t  und s sich betrachtlich von 
der Einheit entfemen darf. Dieser letzteren Redingung au entsprechen, 
ist es aber nicht notwendig wie in der ersten Klasse der Tonsysteme, 
daB p < 1 sei, es gibt vielmehr die Annahme q - 1 schon g m z  an- 
nehmbare T, t ,  und s, namlich: 

Mit anderen worten: Die Reihe der reinen Quinten bietet, richtig ver- 
wendet, für sich ein ganz zufriedenstellendes Tonsystem, und es muB 
als auffallend bezeichnet werden, daB dies der Aufmerksamkejt der 
vielcn Qiiintcnpuritancr bis in die neueste Zeit entgangen zu sein 
scheint, vielleicht weil sie zwar sehnlichst ein neues, reines Tonsystem 
wünschten, aber an der alten Bezeichnungsweise festhielten. 

Da es nun ein giites Tonaystem xweiter masse für p = 1 gibt, so 
wird es deren offenbar auch geben für q  > 1 und f i r  q < 1. Ërstere 

' aG*  
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besitzen reinere Septimen, letztere reinere Terzen, und da die Terzen 
die wichtigeren konsonanten Lutervalle sind, so sieht man, daB auch in 
der zweiten Klasse sich die Tonsgsteme, in  welchen die Quinteritempe- 
ratur kleiner ist als Eins, den Vorrang Tor den übrigen erringen 
werden. Wiewohl hier die Quinten Fes und Dis die Rollen der groBen 
und klcinen Terz übemehmcn, so sind doch die Reprkentanten diescr 
konsonanten Intervalle in  der ersten Klasse, namlich E und ES nicht 
beseitigt. Sie bleiben im Tonsysteme, wenn auch nicht in Eigenschaften 
von Terzen, so doch wenigstens als Quarten und Quinten, und da die 
Quinteritemperatur q im allgenieinen sehr wenig von Eins verschiederi 
ist, so bleiben E und Eés, Es und Dis auch im temperierten Sgsteme 
zweiter Klasse T6ne mit wenig verschiedenen Schwingungszahlen, so 
wie sie es in der Reihe der reinen Quinten sind. 

Hieraus folgt, daB die Tonsyateme zweiter Klasse sehr nahe an- 
einander liegende T i k e  besitzen werden, die auch durch eine sehr weit 
getriebene Sparsamkeit mit Tonmitteln und Beschriinkung auf eine 
geringe Zahl von Tonen und Tonarten nicht xu beseitigen sind. Bei 
vielen musikalischen Instrumenten ist dies gleichgültig, bei Saiten- 
instrumenten mit eingeteilten Griffbrettern hat es den Nachteil, daB 
die Bünde zu nahc aneinander rücken, was dm Dazwischengreifen er- 
schwert. In diesem und vielleicht noch in anderen Fallen kann mithiii 
die Beschaffenheit des Instrumentes ein Tonsystem zweiter Klasae aus- 
schlieBen. 

Gehen wir jetzt an die Konstruktion der Tonleiter. Aus den drei 
über den Grundtonen C = Q,,  F = Q -,, G = Q, aufgebauten Drei- 
klingen ist der erste : 

21s L 3 C +  Qo=g, F ~ S = Q - , = + ~ J =  1-24859 - G = Q 1 = q S = l - 5 4 : .  
z8 ' 2 

4 Da die temperierte Unterdominante die Schwingungszahl - - f hat, ao ge- 
3 Y 

winnt man den ihr zugehtjrigen Dreiklang aus dem eben vorliegenden, 
4 

indem man - f etatt f aetzt und die Namen andert : 
3 !z 

3 
Zur Oberdominante G geh6rt die Schwingungszahl q f, weshalb man 

ihren Dreiklang aus dem C - ~ r e i k l a n p  erhàlt, wenn man anstatt f die 
3 

Zahl qf setzt und die Tonnamen in G ,  Ces, B umschreibt: 



Will man den Septimenakkord der Oberdoininante bilden, eo ge- 
h6rt hierzu anch noch ein vierter Ton, der entweder Geses = Q-18, 
oder Eris = Q,, sein kann; ihre Schwingingszahlen sind: 

Ferner kommt noch die kleine Terz des Grundtones C in Betracht, die 
hier Dis ist und die Sühwingungszalil besitet: 

Ails diesen T i i n ~ n  der angcfiihrtcn Dreili-langt! stellt man folgende Dur- 
tonleiter zusammenin: 

c n F ~ S  F G Bes CG c 
Q, cs, Y-, &-1 QI Q - 9  & - 7  Qo 

3 ' q Z b  213t z e l  
- 3c15 21Gs - 

Z 1 = [  
f --29 

- 
3 9 8  3 Q 2 3"O 3?y7 2 s 

6 5 6 1.125q" 1.2485~)- l.33M - 1-5ql; 1.664787, 1.872883 -, 25. 
P8 1 P 4 

Die Schwingungszahlen stehen zueinander in folgenden Beziehungen: 
D G Ces 3 y 2  
--- - c -p-%,,-is¶ 

F C Dis 37p' - 
I;'= Ces Li 211 

IIieraus folgt, daB die Tonsysteme der zweiten Klasse zwischen dem 
groBen ganzen Ton G - D  und kleinen ganzen Ton D-Fes im all- 
grneinen cincn IJnterschied maehen. Diese Ganntone werden niir d m n  
einander gleicli, menn 

G q 2 = - - -  3 = 2 r f2=  21D 52 1st. . 
31°~'0 

Sonst ist das zwischen ihnen bestehende Intervall: 

Will man eine allgerneine, in allen moglichen Klassen von Ton- 
systemen gleichmai3ig gültige Definition des goBen und kleinen halben 
Tones aiifstellen, so kann dies nnr dis folgende, der reinen Tonleiter 
entnommene sein: Der groBe halbe Ton ist das Intervall zwischen der 
groBen Terz und der Quarte, hier: 

F ~ I S  3lq7. - - - - - 
Fes 7) 2"' 
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ebenso: Der kleine Halhton ist das Intervall zwischen der groBen und 
kleinen Terz, hier: 

Da solchergestalt die Intervalle Fes-F, und D-Dis grole Halbtone 
sind, so bedcutet die Endsilhe es, so cift sie vorkommt, in allen Ton- 
systemen der zweiten Klasse eine Emiedrigung urn einen groPm Halbton, 
die Endsilbe i s  hingegen eine Erhohung um einen solchen. Hier ist 
es also anders als in der ersten Xlasse, wo es und is Emiedrigung und 
Erhohung um einen kieinen Halbton andeuten. - 

Diese beiden Halbtone setzen sich zu einem kleinen ganzen Ton 
. . E'es F 216 

zusammen wie in der reinen Tonleiter, denn es kt: - . - - = - ein Dis Fes 3L0q'0 

kleiner ganser Ton. Das Intervall zwischen den beiden Halbtonen 
F . E'es 3%'qZ4 - 3'eq'P =& - T 8 -  = 

ist sweimal das Intervall zwischen den beiden ganzen Tonen. 
Endlich sind noch die beiden Septimen, die sich in der X i h e  der 

Cnterdominante F befinden, ins Auge zu fassen. Die zwischen diesen 
T h e n  vorhandenen Intervalle bestimmcn die Gleichungen: 

F 3 s  312p's und - - = - - -- Bis [34pq:  G e s e s - F -  218 Geses 

mithin steht die Unterdominante von den beiden Septimen des Oher- 
dominantakkordes in demselben musikalischen Abstande, wie die beiden 
ganzen T h e ,  und es liegen diese zwei Septimen zu verschiedenen Seiten 
der TTnterdominante, die eine hijher, die nndere um ebensoviel ticfer. 
Unter sich aber stehen sie in demselben Abstande, wie die beiden 
Halbtone. F d l t  mithin der groBe mit dem kleinen ganzen Ton in 
Eins zusammen, so wird auch der grole dem kleinen Halbtone gleich, 
und die beiden Septimen gehen in der Unterdominante suf, das ge- 
schieht nach dem Obigen für: 

was die wohlbekannte Quintentemperatur im 12 stufigen chromatischen 
Tonsysteme ist. 

nieses Tonsystem gchijrt a160 auch zur xweiton Klasse und zeichnet 
sich vor allen anderen ails durch die merkwürdige Eigenschaft, beiden 
Klassen zugleich gewissermai3en als 'Fundamental-Tonsystem anzugehoren. 

Es versteht sich von selbst, daB man nicht bloB über dem Grund- 
tone C =  Q,, sondern auch über jedem anderen, der temperierten 
Quintenreihe entnornmenen Tone Q, eine Tonleiter errichten kann. Die 
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allgemeine Formel für dieselbe geht aus derjenigen fiir den Grund- 
ton Q, dadurch hervor, da8 man samtliche Stellenzeiger um p Einheiten 
vermehrt, wodurch erhalten wird: 

Diese Formel unterscheidet sich sehr wesentlich von der für die 
Tonsysteme der ersten Klasse gültigen, namlich: 

und zwar hauptsiichlich durch einen besonderen Umstand, der Er- 
wahnung verdient. Die letztere, d. h. die Tonleiter der ersten Klasse 
besteht aus zwei Tetrachorden oder Gruppen von 4 Tonen: 

die auseinander auf dieselbe Weise abgeleitet werden, wie man auch 
die aufeinander folgenden Tonarten zu entwickeln pflegt; nknlich durch 
Erhohung aller Stellenzeiger um die Einheit. 

Die Folge hiervon ist, daB die erste Ralfte jeder Tonleiter mit der 
letzten Hiilfte der nnchst vorhergehenden kongruent ist, wie im folgen- 
den Beispiele einiger aufeinander folgender Tonleitem der ersten Klasse 
deutlich zu ersehen kt: 

C D E F G A H C  
G A II C D E Fis G 
JI E Fis G A H Gis D usw. 

Dies ist nun in der zweiten Klasse uiüht mehr der Fall. Hier 
Mit sich die Tonleiter nicht mehr in Tetrachorde zerlegen, sowie auch - 
die reine Tonleiter eine Zerlegung dieser Art nicht gestattet. 

n c r  genaiieren Orjentieriing wegen miigen him die Tonloitern dor 
zweiten Klasse über den Grundtonen 

Qo QI Q2 Q, Q, Qs QG - . . 
ehenso 

Q-1 B-2 Q - 9  Q - 4  Q - 5  Q - 6  " .  
aiich in ihrer musikalischen Bezeichnung angefiihrt werden: 

C Fes E' G Bes Ces C 
G A Ces G D Fes Ges G 
D E Ges G A Ces Des D 
A H Des D B Ges As A 
E Fis As A H Bes Es E 
H Cis Es E Fis As B H  

Fis Gis B H Cis Es F Fis 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
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F G Bes - B C Eses lies F 
B C Eses Es F Ases Bes B 
Es F Ases As R Deses Eses fi 
As B Deses Des Es Geses Ases As 

Des Es Geses Ges As &es Deses Des 
Ges As Cesm Ces Bes Feses Geses Ges. 

Man wird keine Schwierigkeit finden, die Reihe dieser Tonleitern 
nach beiden Seiten fortzusetzen ina Unbegrenzte. In der vertikalen 
Richtung bilden die Tone dieser Leitern eine auf- oder absteigende 
geordnete Reihe von Quinten, die beliebig fortgesetzt werden kann. 

Auch isoliert kann jede dieser Tonleitem aus der allgemeinen 
Formel gebildet werden, zunachst in der mathematischen Bezeichnung, 
die dann mit Hilfe der Quintentabelle in  die musikalische umgesetzt 
werden kann. Ziim Beispiele: Man wünscht die Dur-Tonleiter zweiter 
Klasse über dem Grundtone Eis = QI,, so setzt man in der allgemeinen 
Formel p = 11 und erhalt: 

Die Quintentabelle lehrt nun, da1 dies nach der musikalischen Bezeich- 
nung heiBe: 

Eis Fisis A Ais Ris D E Eis. 

Men kann auch eine allgemeine Formel für die MOU-Tonleitem 
eweiter Klasse aus den Moll-Dreiklangen des Grundtones und der 
Oberdominante daratellen und wird eu diesem Ende suf folgende Weise 
vorgehen. Man bildet vor allem den Moll-Dreiklang des Grundtones 
Q = C. Es ist: 

hieraus bildet man sodann die Mollakkorde der Unterdominante F und 
der Oberdominnnte G durch Einsetzen der ihnen entsprechenden 

4 3 
Schwingungszahlen -t und 2q5 anstatt 5; sie sind: 

3 9 
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Ordnet man endlich die T h e  dieser 3 Akkorde nach der Grole ihrer 
Schwingungszahlen, so bekommt man zunachst die Moll-Tonlciter über 
dem Grundtone Qo = C 

C D  Dis F G Gis Ais C 

Qo Q2 Q 9  Q-1 QI Q, QI0 Qo 

Hieraus folgt die mathematische Formel für die Molltonleiter über 
dem Grundtone Q, durüh Erhiihung siimtlicher Stelleneeiger iim 
p Einheiten: 

Q Q p + 2  Q Q -  Q Q p + s  Q p + l o  Qp* 

Es wird auch hier, um den Zusammenhang zmischen den MOU- und 
Dur-Tonarten klarer ersichtlich eu machen, frommen, einigo der Moll- 
skalen in  der musikalischen Bezeichnung vorzuführen, etwa die über 
den Grundtonen Q,, Q-,, Q - ,  . . .  QI, Q, . . .  aufgebauten. 

C D Dis F G Gis Ais C 
F G Gis B C Cis Dis F 
B C Cis Es F Fis Gis B 
Es  F Fis As B ET Cis E s  
As B , H  Des Es  E Fis As  
Des Es E Ges As A H Des 
Ges As A Ces Des D E Ges 
Ces Des D Fes Ges G A Ces 
Fes Ges G Bes Ces C D liés 
Bes Ces C Eses Fes F G Bes 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
G A Ais C D Dis E s  G 
D E Eis G A Ais His D 
A H His D E Eis Ti'ibis A 
E Fis Fisis A H g i s  Cisis E 
H Cis Cisis ' E Fis Fisis Gisis H 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Ihre Betrachtung und der Vergleich mit den eben angeführten 
Dur-Tonleitem lehrt, da8 es in der zweiten Klssse ganz andere Ver- 
hiltnjsse und ganz andere Verwandtschaften der Tonarten gebe, als in  
der ersten Klasse. So sind z. B. in allen Tonsystemen der ersten 
Elwse C-Dur und A-Mol1 verwandte Tonarten, w d  die C-Durskala 
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besteht aus genau denselben Tonen, wie die A-Molltonleiter. Von 
dieser Verwandtschaft ist in den Tonsystemen der zweiten Klasse keine 
Spur melir zu entdecken. Denn es ist mit Ausnahme von D der C-Dur- 
nicht ein einzigcr in der A-Moll-Lciter vorhanden; dagegcn zeigt sich 
C-Dur mit Bes-Moll, und A-Mol1 luit Ris-Dur verwandt, weil die ent- 
sprechenden Tonleitern nur je un1 einen einzigen Ton voneinander ver- 
schieden sind. Eine leichte Untersuclîung lehrt, daB die folgenden 
Dur-Tonarten clcn nnmittelhar i i n t ~ n  bezcichnctcn Molltonarten be- 
ziehungsweise verwandt sind in derselben Weise, wie C-Dur mit A-Nol1 
in der ersten Klasse: 

. . . As B,s H F: C G Il A E H Es. . . Dur 

- - . . . Gesas Deses Ases Etses Bes Fes Ces Ges Des As Es . . . Moll: 

Kürzer jedoch und zweckmiiBiger drückt man diese Verhâltnisse 
allgemein in der arithmetisohcn Sprachc folgendermaBen aus: In der 
ersten Klasse der Tonsysteme ist Qp Dur mit Qp+, Mol1 vermandt, denn 
die diesen Tonen entsprechenden Tonleitern: 

bestehen gcnau ails denselben T6ncn. 

In der zweiten Klasse hingegen ist Qp Dur mit Q,-, Moll ver- 
wandt, denn die diesen Tonen angehorigen lleitern namlich: 

weichen bloB in einem Tone, der Q,+z in der Dur- und Qp-lo in der 
Mollskala ist, voneinander ab. . 

Diese Verschiedenheit in der Verwandtsch~tft ist aber natürlich 
nicht die einziçe znischen den Tonsystemen der zwei Klassen be- 
stehende. Diese ist vielmehr eine sehr mannigfache und tiefgreifende, 
kann jedoch in dieser Abhandlung nicht erschvpfend besprochen werden 
Nur soviel mag zur oberfiachlichen Orientierung des musikverstindigen 
Lesers hier gesagt sein, daB, wenn er in dem folgenden Schema die 
ganze Tonsippschaft erster Klasse als nach den Verwandtschaftsgraden 
gruppiert erkemt 

. . .  G D A E H Fis Cis 
. . .  Es B F C G D A B 

. . . Ges Des As Xs B F C, 
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das ahnliche Schema in der zweiten Klasse folgenderniaflen aussieht: 

Ases &es Bes Fes Ces Ges Des 
Es B F C G D A E  

Fis Cis Gis Bis Ais Eis I l s .  

Die in diesen zwei Schematen gleichgelegecen T6ne spiclen auch in 
den. beidcn Klasscn der Ton~ystenia dieselbc Rolle. 

Nimmt man allgemein an, der Musiker brauche p + 1 Tonleitern 
in Dur sowohl wie auch in Moll, über den Griindt6nen Q,, QI, Q, . . . Qp7 

uin gute Musik machen zu konnen, so lehrt die Ansicht der allgerrieinen 
Formeln im vierten Abschnitte für die Dur- und Moll-Skalen über 
dem Grundtone Qp und der Vergleich mit jenen über dem Grundtone Q,, 
daB hierzu die folgende Beihe fortlaufender Quinten, p + 20 an der 
Zahl, notwendig ist: 

Q - 9  Q Q QI Q2 . . .  Qp Q p + ,  Qp+,07 

also um 19 T h e  k e h r  als Tonarten und Leitern. IIiebei sind über- 
dies die Septirrien noch gar nicht in  Betracht gezogen und müssen 
genommen werden, wie Sie in der betreffenden Tonart vorhanden sind. 
Dies leidet eine Ausnahme bei geschlossenen Tonsystemen, hei welchen 
aiich hier ein sehr bedeutendes Ersparnis an Tonmitteln erzielt werden 
kann. So oft es namlich gelmgt, ein ( y  + 1) stufiges geschlossenes 
Tonsystem aufzufinden, genügt dasselbe vollkommen zur Aufsteilung 
von p + 1 Jloll- und Dur-Tnnleitern, dic mit allcn Intervallen glcich- 
rnaBig versehen sind. 

Es  entsteht also die nicht unwichtige Frage: Gibt es geschlossene 
Sonsysteme der zweiten Klasse, und welche sind ihre Stufcnzahlen? 
Diese Frage zu beantworten erwag* man, daB in einem ( p  + l)stufigen 
geschlossenen Tonsysteme die Bestandtone eine geometrische Progression 
bilden: 

[ a [  a2f a 3 f . .  . uP[, wo &'tl = 2 kt. 

Ein jedes in der. Tonleiter vorkommende Intervall erhiilt von den 
P + 1 Stufen, in welche die Oktave zerfgllt, eine bestimmte, notwendiger- 
weise ganze Zahl. Das kleiriste der in einer Tonleiter zweiter Klasse 
vorkommende Intervall ist nun vermoge der kurz vorher angestellten 
Betrachtungen das zwischen einem groBen und kleinen ganzen Ton 
vorhandene. Angenommen, es e i p c  sich k Tonstufen an, der kleine 
Halbton hingegen nehme von diesen Stofen m für sich in Anspruch, so 
bekommt der groBe Halbton 'dem oben Gesagten nach (m + 2k) Stufen. 
Der kleine gmze Ton erhiilt, weil er aus den beiden lTalbt6nen zu- 
sammengesetzt ist, (2m + Bk) Stufen. Also besitet der goBe  ganze 
Ton die Stufenzahl 2m + 3k. 
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l n  der Tonleitcr zweiter Klasse kommen, sowie in der reinen Ton- 
leiter, 3 grone ganze, 2 kleine ganze, und 2 groi3e Halbtihe vor; sie 
erhalten zusammen genommen 12m + 1 7 k  Stufen, oder 12(m + 3;) + 5 k  
an der ZahL Sie machen auch eine Oktave aus, man hat daher die 
Gleichung: 

(47) p + 1 = 12(m + k) + 5 k ,  

in welcher für k und m beliebige ganze und positive Werte gesetzt 
werden koiinen. 

Wir  setzen erstens 3; = 0 ,  so ergibt sich die erste Gattung der 
geschlossenen Tonsysteme der zweiten Klasse, die für 

m =  1 2 3 4 . . .  

p + 1 - 12 2 4  36 4 8 . .  . stufig 

ausfallen; aie sind alle von dem 12stufigen chromatischen Systeme 
nicht verschieden, welches mithin auch in der zweiten Klasse für  sich 
eine Gattung darstelit. 

Die zweite Gattiing geschlossener Tonsysteme erhalt inan für 
7c = 1; Sie besitzen beziehentlich für 

m =  O 1 2 3 4 5 6 7 . . .  

p + 1 = 12(m + 1) + 5 - 17  29 4 1  5 3  65 77 8 9  101 . . . Stufen. 

Die ihnen entsprechenden Quintentemperaturen q erhilt  man, wenn 
man der Reihe nach setzt: 

woraus 

q = 1.002236, 1.000863, 1.000278, 0.999961, 0,999769, 0.999621 usw. 

folgt. 
Eine dritte Gattung geschlossener Tonsysteme liefert die Annahme 

7c - 2, der die Stufenzahl: p + 1 = 12jm + 2) + 10 entspricht, welcher 
nun wieder für 

m =  O 1 2 3 4 5 6 7 a . . .  

stiifige Tonsysteme entsprechen. Sie sind nicht alle von den der 
zweiten Gattung angehorigen verschieden, das 34stufige ist vielmehr 
identisch mit dem l'lstufigen, das 58-, 82-, 106-, 1 3 0 .  . . stufige be- 
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ziehentlich identisch mit dem 29-, 41-, 53-, 6,5stufigen zweiter Gattung, 
BO daB als wesentlich zur dritten Gattung gehorig die den Annahmen 

entsprechenden übrig bleiben, und also die Formel, welche nur Ton- 
systeme dritter Gat'tung liefert, geschrieben werden kann: 

In der Tat ergibt diese für die folgenden Werte von n die ent- 
sprechenden Stufenzahlcn: 

n = 0 ,  1 , 2 ,  3, 4,  5 , . . . ,  . 

p + 1 = 2 4 ( n + 2 ) - 2 = 4 6 ,  70, 94, 118, 142, 166 , . . . ,  

welche Tonsysteme der dritten Gattung angehoren, die unter d m  mir 
eweiten Gattung ziihlenden nicht angetroffen werden. Sie komen alle 
ltls in die zweite Gattung interpolierte Tonsysteme betrachtet werden. 

Das 46stufige f d l t  seiner Quintentemperatur, mithin auch seinen 
übrigen Eigenschaften nach zwischen das 17- und 29stufige zweiter 
Gattung, das 70stufige zwischen das 29- und das 4lstufige, das 94- 
stufige zwischen das 41- und 53stufige, das 118stufige zwischen das 
53- und 65stufige zweiter Gattung. Wenn mithin die Quinten- 
temperatur q des 53stufigen Tonsystems vielleicht für zu klein, die des 
65stufigen dagegen aus irgend einem Grunde als zu hoch erachtet 
werden sollte, so bietet sich zunachst das 118stufigc Tonsystem als 
moglicherweise entsprechend an. 

Die Quintentemperaturen q dieser geschlossenen Ton~lysteme dritter 
Gattung erhiilt man wieder, wenn man der Reihe nach tetzt: 

QO- Q&> Q70i &Y41 QI187  

das heiBt 1 = 0.938400p4', 0.964180y70, 

woraus q = 1..0002536, 1.000581 

berechnet wird. Nun ware eine v i d e  Gattung geschlossener Ton- 
systeme an der Reihe, erhalten durch die Voraussetzung k = 3, der die 
Stufenzahl 

p + 1 = 12(m + 4) + 3 

entspricht. Diese Systeme ziihlen beziehentlich: 

Stufen. Von ihnen ist das 61-, 87-, 123-, 159stufige mit dem 17-, 
29-, 41-, 53-, . . . stufigen der zweiten Gattung identisch. Die übrigeii 
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sind zwischen die Tonsysteme zweiter Gattung zu zweien und zweicn 
eingeschoben. 

So fortschreitend und der Reihe nach k = 4, 5, G ,  . . . annehmend 
bekirne man eine 5., 6., 7., . . . usw. Gatturig geschlussener Tonsystenle 
von immerfort zunehmenden Stufenzahlen, die zum Teil sich zwischen 
dieselben einschieben. Regreiflicherweise behaupten die früheren vor 
den spateren Gattungcn angehorjgen Tonsystema unter iibrigens gleiclieii 
Urnstinden wegen der namhaft geringeren Stufenzahl den Vorzug, der 
übrigens in dem Falle, wo man alle Tone zu vermenden nicht in der 
Lage ist, an Bedeutung sehr verlieren kann, und auch dann wirklich 
verliert, wenn man wegen der Einrichturig der Tüstatur von der ge- 
schlossenen Beschaffenheit des Tonsystems keinen Gebrauch machen kann. 

Wir  wollen nun mit einigen Tonsystemen, in welchen die Summe 
der Qnndratc aller mit jhren ~cwich tszah le i  rnultiplizierten Ver- 
f iilschungen der konsonanten Intervalle ein Minimum ist, einige Be- 
kanntschaft suchen, so wie wir dies bei dem Tonsysteme der ersten 
Klasse getan haben, bernerken aber hier, daB man gerade wie bei den 
Tonsystemen erster Klasse für die Septime eine doppelte Wahl treffen 
kann. So wie sich namlich dort als Septimen von C' zwei Tone, nkn- 
lich U und Ais darbieten, von welchen der erste diese Stelle im 
12stuligen Sytlteme wirklich übernimriit, wahrend sich für die groBe 
Mehrzahl der übrigen Tonsystenie erster Klasse Ais besser verwerten 
laBt, so rerhiilt sich die Sache in der zweiteii Klasse auch. Es  bieten 
sich als Septimen dar erstenfi die vierzehnte vom Grundtone L' gcziihlte 
Quarte Ceses; wiihlt man sie, so ergeben sich für die Temperaturen 
der konsonanten Hauptintervalle die Gleichungen (45), d. h. 

;Man kann aber noch einem anderen Tone die Rolle der Septime über- 
tragen, niimlich der neununddreiBigsten vom Grundtone C aus geziihlten 
Quinte, deren musikalischer Name Eisisisisis ist. Die Schwingungs- 
zahl dieses Reintones entnimmt man der Quintentabelle, welche 

3 Q,, = 5-67 = 1.757515f ist. 

Geht man nun von den reinen Tonen zu ternperierten iiber, so 
erhilt  einerseits die 39. Quinte den Faktor q3', wiihrend andererseits 

7 die reine Septime niit der Schwingungszahl f in  die temperierte 
7 
- s f  - übergeht. Man hat also hier: 4 
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Diese zweite Septime ist vie1 weitcr vom Grundtone entfcrnt als die 
erste, erweist sich also nur  brauchbar bei solchen Tonsystemen, die eiue 
sehr bedeutende Stufenzahl oder einen sehr groBen Tonreichtum besitzen. 

Setzen wir jctzt, von den Temperaturen zu den VerfLlschungcn 
übergehend, 

p = l + x ,  T = l + O ,  t = l + z ,  S = 1 + 6 ;  

Whren wir diese Werte in die obigen Formeln ein und lassen, wcil x 

der Natur der Sache nach eirien sehr kleinen Bruch vorstellt, die 
hoheren Potenzen desselben weg, so ergeben sich für die Verfiilscliungen 
der Hauptintervalle folgende Gleichungen: 

oder, wenn die 39. Quinte als Septime beliebt wird: 

Nennen wir jetzt die Gewichte der Verfiilschungen der Quinte, groBen 
Terz, kleinen Terz! Septime beeiehentlich q, 2, t, B, so ist die Suuime 
der Quadrate, die ein Minimum werden 8011, folgende: 

2 = qX" $202 + fYZ% f p&, 

d 2  und rnaii hat im Falle des Minimums d i  = 0 oder, da 

bezw. wenn die zweite Septime vorgezogen wird, 
d u  39 . 3== 

- 

d x  7 . P B  

ist, eine der folgenden zwei Bestirnmungsgleichungen für x 

oder für den Fa11 dcr ewciten Septime 
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Durch die Auflosung dieser beiden Gleichungen gewinnt man die vor- 
teilhafteste Verfalsch~ng der Quinte, welche das wohlklingendste Ton- 
system gibt, ausgedrückt durch eine der folgenden beiden Formeln: 

(48) oder für den Fall der entlegeneren Septime: 

Wenden wir lins euv6rdi:rst an die erste dieser beiden Formeln, 
welche Ceses als die Septime von C auffaBt, und setzen wir in der- 
selben erst q, dann 5 und t und zuletzt a unendlich, gewissermaBen 
nach dem Tonsysteme fragend, in welchem einmal die Quinte, dann 
die groBe Terz, sodann die kleine Terz und schliellich die Septime 
rein und untemperiert sind, so erhilt  man diesen vier Annahmen ent- 
sprechend 

für q -00, x = 0 ,  
3 7 3 7 1 ,, %=a,, x ----- 
2 la 263144 7086 

Bei den Tonsystemen, welche das entlegenere Xis5 als Septime 
erwahlen, gestalten sich die Werte, welche die zweite Formel (48) 
gibt, in derl obigen vier Ballen folgendermaBen: 

für q = m, x = O ,  

In beiden Fallen sind also die ersten drei Werte von x gleich, nur 
für 6 = cc Sind sie verschieden. 

Multipliziert man Zahler und Nenner der ersten dieser vier ver- 
schiedenen Werte von x mit qs, des zweiten mit X8, des dritten mit te 

, des vierten mit Sq addiert sodann alle Zahler der auf diese Weise ge- 
wonnenen Briiche und auch aUe Nenner, konstruiert hieraus einen 
Bruch, dessen Zahler die Summe aller Zihler und dessen Nenner die 
Summe aller Nemer  kt, so erhalt man bekanntlich einen Kttelwert 



zwischen den vier vorliegenden Werten von x ,  der @fier ist als der 
kleinste und kleiner als der gr6Bte derselben. Dieser Mittelwert ist 
aber offenbar der allgemeine Wert der zweiten Formel (48) für x selbst, 
mithin ist in allen Tonsystemen zweiter masse, welche Ris5 zur Sep- 
time erwihleri, die Verfalschung der Quinte x zwischen folgenden sehr 
eng meinander liegenden Grenzen eingeschlosseil: 

Und M t  man die Verfalschung x von Nul1 aus allmiihlich nach 
der negativen Seite abnehmen, so begegnet man zuert dem Werte 

X = -  
1 

9120) 
welcher das Tonsystem der reinen Soptime gibt; d a m  

1 
kommt man zu dem Werte x = - -- welchem das Tonsystem der 

7980 ' 
1 reinen Kleinterzen entspricht, schliefllich gelangt man zu x = - -- 

7086 ' 
zu dem das Tonsystem der GroBterzen gehort, und mit welchem Werte 
von x die Reihe derjenigen Werte geschlossen ist, die überhaupt aus 
der Formel (48) für die verschiedensten q, $ t und 3 gezogen werden 
k6nncn. 

Ein Tonsystem mit sehr reiner Quinte, verfalscht namlich nur mit 
1 '  -- 

25382 
der Schwingungszahl haben wir bei Bildung der Gattungen ge- 

schlossener Tonsysteme zweiter Klasse in dcni 53stufigen System 
kennen gelernt; es gehort zu den Systemen, welche Cesa als Septime 
haben. Diese scheinen mithin von allen Werten von x von Nuli an  bis 

1 
x = - - Besitz zu nehmen, und von da geht erst der Bereich der- 

9120 

jenigen Tonsysteme an, für welche Eis" als Septime dient. IIieraus 
geht hervor, daB sich die Grenzen der Werte von x Ifür die in Rede 
stehenden Tonsysteme noch enger zuvammenziehen lnssen; man hat 
namlich 

1 -- 1 
7 0 8 6 < ~  

Um zu untersuchen, zwischen welchen Grenzen die Verfiilschungeii dur 
übrigen Intervalle, Gmlich O, z und 6 enthalten sind, wenn x zwischen 
den oben angegebenen Grenzen bleibt, setzt man für x zuerst eine, 
dann die andere seiner beiden Grenzen in die Formeln fiir 8, z und 6 

ein und berechnet die Werte dieser letzteren. Man gewinnt so 

1 1 O - - - - -  1 ,, x--- 
9120 ' 3973) = = - - -  1 

Zeitschrlft f. Mathnrnatik u. Physik. 51. Band. 1904. 4. IIsft. 26 
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Wiihrend aIso zwischen diesen Grenzen die groBe Terz immer ein 
1 wenig zu tief bleibt um eine Grole, welche 3y73 nicht überschreitet, 

ist die kleine Terz anfangs ungefahr um die Halfte diesecr Betrages 
zu tief und mird d a m  um gleichviel zu hoch. Die Septime bleibt 
immer zu tief, aber auch nur um einen eehr geringen Bruchteil ihrer 
Schwingungszahl. 

Der bloBe Anblick der kleinen gebrochenen Werte, die aus den 
Pormeln (48) gewonnen werden, lehrt, da8 es unter den Tonsystemen 
zweiter Klasse und vorzugsweise unter denjenigen, die sich der ent- 
legenen Septime 3is5 bedienen, sehr reine, wohlklingende gibt, bei 
welchen die Verfalschung der konsonanten Intervalle nur beilaufig 
1 

-- 

8000 
der Schwingungszahl betriigt, also selbst mit den allei-feinsten Be- 

obachtungsmitteln nicht mehr wahrnehmbar ist. Dieve Reinheit kommt 
aber leider teuer zu stehen, indem ein sehr betrachtlicher Aufwand an 
Tonmitteln damit verknüpft ist und durch die jedermann zu Gebote 
stehenden Stimmmittel nicht zu erreichen ist und, wenn zufiillig er- 
reicht, auf keine Weise vom menschlichen Ohr beurteilt werden kann. 

Suchen wir nun einige dieser Tonsysteme mehr im besonderen 
kennen zu lemen. Das mi t  vollkommen reinen Qninten ist bereits 
oben angefiihrt worden, wobei wir gesehen haben, dai3 es ein sehr 

1 
brauchbares Tonsystem sei, welches nur um siiG temperierte Terzen 

enthiilt. 
Das 53stufige System haben wir als ein solches kemen gelernt, 

1 
welches die Quinte nur um den sehr kleinen Bruchteil s5;jss zu tief 

25381 
nimmt. Man hat also in diesem 53stufigen System p = 25384 - 

Rechnet man hiezu die Temperaturen der übrigen konsonanten 
Intervalle nach den Formeln (45), so erhalt man 

Der Anblick dieser Zahlen lehrt, daB man hier ein Tonsystem hat, 
welches bescheidenc Ansprüche vollkommen brfriedigen kann. EY ver- 
bindet mit beinahe ganz reinen Quinten eine groBe und kleine Terz, 
die 10- bis 12mal reiner sind als die Terzen des chromatischen Systems. 
Dic Septime ist wohl um etwas, einem feinen Gehijre bereits Merk- 
liches zu hoch, sie vertragt dies aber vie1 besser als eine gleich groBe 
Verfalschung in entgegengesetzter Richtung, was in der Natur dieses 
konso&anten Intervalles zu liegen scheint, sowie auch ein geringes 



Von L. E d a m .  39 1 

Schweben dieses Intervalles dem psychischen Charakter desselben sehT 
gut entspricht und dem Wohlklang keinen Eintrag tut. P e t z v a l  hielt 
es daher der Mühe wert, dieses unstreitig sehr brauchbare System 
zweiter Klasse einer ausführlichen Berechnung zu unterwerfen. Da 
es ein geschlossenes 53stufiges Tonsystem ist ,  so sind seine nach der 
Gr& der Schwingungszahlen geordneten T h e  im misikalischen Sinne 
Lquidistant, d. h .  diese Schwingungszahlen bilden eine geometrische 

55 - *  Progression, deren erstes Glied S und deren Exponent 4 2  ist. Die 
von P e t z v a l  berechnete Tabelle ist die nachstehende. l n  der zweiten 
Spalte befinden sich die musikalischen Namen der Tonstufen, in der 
dritten ihre arithmetischen Benennungen, in  der vierten die Logarithmen 
der Schwingungszahlen, in der fünften die Schwingungszahlen selbst 
in Form von Jlezimalbrüchen, in dcr sechsten ihre einfachsten an- 
genaherten Werte in Form eines gewohnlichen Bruches, in der 
siebenten die Logarithmen der reziproken Werte der Schwingungs- 
zahlen, oder was dasselbe ist, die Logarithmen der Saitenliingen, die 
Saitedinge für C gleich Eins genommen, endlich in der achten die 
Saitenbngen selhst. (Siehe S. 392 f.) 

In diesem 53stufigen Tonsysteme besitzt der grolle ganze Ton 
9 Stufen, der kleine ganze Ton 8 Stufen, der groBe Halbton hat 5 Stufen, 
der kleine Halbton hat deren 3, der groBe und kleine Halbton geben 
zusammen 5 + 3 = 8, also einen kleinen Ganzton, wie es sein mu5. 
Die Schwingungszahlen dieser verschiedenen Fundamental-intervalle sind 
von den in der reinen Tonleiter vorhandenen nur auBerordmtlich wenig 
verschieden. So hat der aus 3 Stufen bestehende Halbton das 

26 
Schwingungsverhaltnis mit 1.040014 = %, wahrend in der reinen Ton- 

2 6 
leiter dieser Halbton = 1.041667 ist; der groBe Halbton, der aus fünf 

Stufen zusammen esetzt ist, hat die Schwingungszahl 1.067577, eine % 
Zahl, die sich von dem schwingungsverhaltnis~e in der reinen Tonleiter, 

15 namlich = 1.06666'7 noch weniger unterscheidet. Mit noch gr6Berer 

Genauigkeit sind die beiden Ganztone in diesem System wiedergegeben, 
10 namlich der kleine = 1.110295, was beinahe genau und der groBe 

9 9 '  
= 1.124911, was beinahe genau ist. Die beiden Terzen sind von 

genügender, Quinte und Quarte aber von ausgezeichneter Reinheit. An 
brauchberen htervallen verschiedener Art, die durch einfache Briîche 
ausgedrückt sind, ist ein namhafter m e r f l u ~  vorhanden. Daran, daB 
die Septime etwas starker temperiert ist, wird wohl kein Musiker Am 
stand nehmeii, weil ja ein jeder dieses Intervall mifiachtet und nicht 
einmal für eine Konsonanz gelten liàBt. 

2 B f  
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E s  kt  noch die Frage zu béantworten, auf welche Weise die 
Namen der 53 Tonstufen bestimmt worden sind. Es reicht hierzu die 
Kenntnis der folgenden zwei Umstande aus. Erstens hat der ganze 
Ton neun Stufen; hieraus folgt, da% die von C aus gezahlte nennte 
Stufe den Namen D tragen wird, von da aus heiBt die neunte, also 
von C aus die neunzehnte Stufe E, von da aus weitere je neun Stufen 
gezahlt, gibt No 27 Fis, ebenso No 36 Gis, No 45 Ais; die 54te ist 
aber gleichbedeutend mit der ersten Stufe und heiBt His. Der zweite 
Umstand ist, daB die Silbe is, zu irgend einem Tone hinzugesetzt, eine 
Erhohung um genau einem groBen Halbton, also um 5 Stufen bedeutet; 
man zihle also von C aus 5,  10, 15, 20, 25, usw. Stufen, und man 
erhiilt der Reihe nach die T k e :  Cis, Cisis, CisS, Cis4 mf. Auf dieselbe 
Weise erhalt man von D je 5 Stufen zaldend Dis, Disis, DisS, Dis4, usf, 
Endlich bedeutet die angefügte Endsilbe es eine Erniedrigung um 
5 Stufen; daher man nach rückwirts fünf Stufen zahlend jedesmal die 
Endsilbe es mit rinfügen kann. Zudem weiB man, daB die gro5e 
Terz aus einem groBen und einem kleinen Ganzton zusammengesetzt 
ist, also 9 + 8 - 1 7  Stufen hat; die kleine Terz besteht aus einem 
groBen ganzen und aus einem kleinen Halbton, hat also 9 $ 5 = 14 
Stufen; die Quinte ist zusammengesetzt aus einer groBen und einer 
kleinen Terz, befindet sich daher auf der 1 7  + 14 = 31t"" Stufe, dorthin 
setze man also G usw. 

Hat  man sich diesen ganzen Reichtum von 53 Tonen an irgend 
einem Lnstrumente, wie Orge1 oder IIarmonium verschafft, so hat man 
53 Dur- und Molltonarten, bei welchen man im Quintenzirkel herum- 
wandem kann, und es ist nicht notwendig, sich die Tone in einer Tabelle 
zurechtzulegen, um in derselben ersichtlich zu machen, über welche 
Intervalle man in einer jeden Tonart verfügt, weil man in allen Ton- 
arten alle Intervalle hat. Kann man aus irgend einer Ursache von 
allen 53 Tonen nicht Gebrauüh machen, rnuB man sich vielmehr auf 
eine geringere Anzahl beschranken, so ist es unerliBlich, sich diesen 
Vorrat zum musikalischen Gebrauche gewiihlter Tone, die eine zusaniineii- 
hangende Quintenreihe zu bilden haben, tabellarisch zurechtzulegen. 

Zur Beurteilung jedoch, welche geringste Anzahl von Tonen hin- 
reiche, um gute Musik machen und namentlich die Meisterwerke neuerer 
Tonsetzer vortragen zu konnen, bieten die bisher gewonnenen Ein- 
sichten nicht geniigenden Anhalt, und ist es notwendig sich einige, wenn 
auch nur oberflachliche Kenntnisse der Harmonielehre zu verscheffen. 
Nur  ist die gewohnliche IIarmonielehre, wie sie in verschiedenen 
Werken über diesen Gegenstand angetroffen wird, bloB fiir das 12stufige 
Tonsystem gültig; für denjenigen, der sich einen weit gr6Beren Ton- 
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reichtum gestatten kann, und darunter sogar neue Konsonanzen wie 
die reine Septime,. ist sie zu enge gehalten und muB notwendig eine 
Erweiterung erfahren. P e t z v a l  hat sich denn auch zu diesem ~ n d e  
mit den mathema tischen Grundsatxen, welche aur Bddung einer neuen 
Harmonielehre notig sind, befaBt. Von diesen Arbeiten ist indessen 
der groi3te Teil verloren gegangen, und bilden die gefundenen hand- 
schriftlichen Aufzeichnungen nur einzelne Bruchstücke davon. 

Im Zusammenhange mit dieser Harmonielehre steht auch die von ihm 
ersonnene rationelle Tastatur, von welchcr, weil sie sich gleichfalls auf 
die vorgetragene Theorie bezieht, und weil P e t z v a l  diesen Gegenstand 
in seinen Vortrigen mit besonderer Vorliebe zu behandeln pflegte, 
einiges im nachsten Ahschnitte Platz finden mag. 

VI. Die rationelle Tastatur. 

Es ist eine allgemein anerkannte Tatsache, daB, wenn man au8 
einer betriichtlichen Anzahl von Elementen beliebiger Art die mannig- 
faltigsten Kombinationen zu machen und Gruppen zu zmeien, dreien, 
vieren nsf. auf die verschiedenste Weise zu bilden hat, man Sorge 
tragen mu5, sich diese Elemente auf die vorteilhafteste Weise, zurn 
bequemen Gebrauche geordnet, zurechtzulegen. Dies ist vorzugsweise 
mit den zum musikalischen Gebrauche bestimmten Tonen der E'all. Die 
rationellste Anordnung derselben knnn dann auch al8 das Urbild einer 
rationellen Tastatur betrachtet werden. 

P e t z v a l  bezeichnet diejenige als die rationelle Tastatur, welche 
die geringstc h z a h l  maglichst hoquemer Fingersgtze in den verschiedenen 
Tonarten, in denen Musikstücke auf derselben vorgetragen werden, zulafàt. 
Sie hat zu der Tastatur des gebrauchlichen Klaviers sozusagen den direkten 
Gegensatz zu bildcn. Dcnn wghrcnd bei diescm Instrumente zu dem 
Vorrate ,von zwolf Tonen, der eine wahre Tonarmut genannt werden 
muB, nicht weniger als 12 verschiedene, nieist sehr unbequeme Finger- 
Gtze benotigt werden, braiicht man bei allen 'ïonsystemen der ersten 
Klasse nur einen einzigen sehr beqiiemen 'Fingersatz, wenn man die 
rationelle Tastatur annimmt. Sie ist so beschaffen, dafà, wenn man ein 
Musikstüok in irgend einer Tonart einvtudiert hat, nian eu auch in allen 
übrigen Tonarten, wie viele deren im Tonsysteme auch sein mogen, 
ohne Schwierigkeit und genau mit denselben ~ewegungei i  der Hand 
abspielen kann. 

Diese rationelle Tastatur oder vielmehr das geometrische Urbild, 
sozusagen der GrundriB derselben, wird auf cine hochst einfache Weise 
gebildet. Man ~ehre ib t  nimlich die bekannte Quinterireihe in horizon- 



396 Petzvals Theorie der Tonsysteme. 

taler Richtung auf, vom Grundtone C nach rechts und links ins Un- 
begrenzte fortgesetzt: 

. . . Ges, DES, As, fi, R, F, C, G ,  D,  A, E,', H, Fis, Cis, G i s  - - - - - - - - 
und zeichnet in derselben vom Grundtone angefangenen jeden zweiten 
Ton nach Belieben aus, z. B. durch Unterstreichen. Aus den auf diese 
Weise bezeichneten Tonen bildet man eine besondere erste Reihe: 

( 1) . . . Fes, Ges, As, B, ' C, D, E, Fis, as, Ais, Bis, . . . 
aus den übrigen eine besondere zweite Reihe: 

(II) . . . Ces, Des, Es, F, G, A, H, CZs, Dis, Eis, . . . 

Diese zwei Reihen schreibt man nun abwechselnd untereinander, 
so jedoch, daE, wenn in einer hinzuzuschreibenden Reihe C vorkommt, 
dies unter C h  der nachst vorhergehenden Reihe zu stellen ist. Kommt 
aber in der n'khst aufzuschreibenden Reihe Ces vor, so hat es unter 
C seinen Platz einzunehmen. 

Man erhalt auf diese Weise eine Art Abbildung der rationeilen 
Tastatur, welche d e n  Tonsystemen der ersten Kiasse gemeinsam ist 
und in d e n  Tonarten nur einen einzigen Fingematz hat. Hiervon 
überzeugt man sich leicht auf folgende Weise: I n  der Reihe reiner 
Quinten ist das musikalische Intervali zwischen je zwei aufeinander- 

3 
folgenden Tiinen ausgedrückt durch die Zahl %, und geht man nicht 

zu dem nachst folgenden, sondern zu dem zweiten über, so besteht 
3 3  9 

zwischen diesem und dem zweitfolgenden ein Intervall von . - = - 
2 4 '  

oder wenn man sich die Tone der Quintenreihe auf die erste Oktave 
9 

zurückgefiihrt denkt, das Intervall gleich einem groBen Ganzton. 

Hieraus fol&, daE in jeder der boiden Reihen 1 und II die T h e  &i- 
distant und je um einen ganzen Ton voneinander verschieden sind. 

Zeichnet man nun in  der angeführten Weise die rationelle Tastrttur 
auf, namlich: 

Cis, Dis, Ek, 
C, D, 3, Fis, Gis, Ais, Bis, 
Ces, DES, Es, F, G, A, H, CG, Dis, Eis, 

Fes, G a ,  As, B, C, D, E, Fis, Gis, Ais, His, 
Ces, Des, Es, F, G, A, H, Czs, Dw, . . . 

Fe.?, G a ,  As, B, c, D, . . . 
Ces, Des, . . ., 



Von L. E B ~ ~ Y I .  39 7 

so sind euch in der vertikalen Richtung die T h e  der iibereinander ge- 
schriebenen Reihen aquidistant und je um einen kleinen Halbton von- 
einander verschieden. Hieraus fol@ nun unmittelbar, daB je zwei Ton- 
paare, welche in demselben horizontalen und in demselben vert,ikalen 
Abstande sich befinden, auch in demselben musikalischen Abstande 

stehen werden. Die beigedruckte schematische Anordnung stellt die 
rutionelle Tashtur der Tunsysteme I. Rlmse dar. Stellt z. B. das erste 
Tonpaar eine groBe Terz vor, BO wird das zweite auch eine groBe Terz 
sein; da dies aber von zwei beliebigen Tonpaaren gesagt werden kann, 
so gilt es allgemein fiir eine jede geometrische Gestalt. Alle Tongruppen 
namlich, .welche in der Tastatur durch gerade Linien zusammengezogen, 
kongruente geometrische Figuren bilden, besitzen auch, die Tonhohe 
abgerechnet, gleichzeitig oder hintereinander angeschlagen einorlei Klang. 

Da auf dieser Tastatur ein jedes Tonstück in d e n  T o n d e n  einerlei 
geonietrische Gestalt hat, und da die Tonleiter ebenfalls ein kleines 
M~isikst~ück ist, ja dasselbe auch von jedem Akkorde gesngt werden 
kann, so haben Tonleiter und Akkorde hier allenthalben einerlei Form, 
und es kann jedes dieser Tongebilde durch eine Patrone dargestellt 
werden. 

Alle Dur-Tonleitern besitzen d a m  eine Patrone gemeinschaf'tlich, und 
wo immer man dieselbe auf die rationelle Tastatur legen mag, stets wird 
man durch die Fenster der Patrone eine richtige Durtonleiter heraussehend 
erblicken. I n  gleicher Weise gehoren zu den Moll-Tonleitem die be- 
kanntlich anders im Aufsteigen und anders im Absteigen gebildet werden, 
zwei Patronen und zu einem jeden der in  der Musik gebriiuchlichen, 
sei es konsonmten oder dissonanten Akkorde, je eine Patrone. 
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Die Anzahl der in der Musik gebrauchten Akkorde ist nun aller- 
dings auBerordentlich goB, und man würde ziemlich viele Patronen ge. 
brauchen, wenn man einen jeden Akkord durch eine solche darstellen 
wollte. Sie haben aber nicht alle dieselbe Wichtigkeit, insbesonderc 
war dies nicht der Pau  für P e t z v a l s  Vortriige, in welchen er nicht 
eine vollstandige Harmonielehre geben wollte, sondern nur zu zeigen 
bestrebt war, da5 irgend ein von ihm berechnetes Tonsystem die prak- 
tischen Bedürfnisse der Musik befriedige. 

E r  hat daher aus den Akkorden die allerwichtigsten drei- und 
vierstimmigen, die im allgemeinen musikalischen Gebrauche stehen, aus- 
erlescn, und für jede eine Patrone gebildet, und alle diese Patronen in 
einem einzigen Blatte vereinigt und mit der üblichen musikalischen 
Nomenklatur und kontrapunktischen Bezeichnung versehen, wie dies 
aus der beigedruckten Abbildung zu ersehen ist.') 

Diese Patronensammlung erspart hier vie1 Worte, weil der wissen- 
schaftlich gebildete Leser mit Hilfe derselben und der rationellen Tas- 
tatur sogleich erkennt, was in jeder Tonart Moll- und Dur-Dreiklang, 
Sextakkord, Quartsextakkord, verminderter Quintakkord usw. bedeute. 
Zudem dienen diese Blatter auch dazu, gewisse Probleme der Harmonie- 
lehre mit groBer Leichtigkeit durch die unmittelbare Anschauung zu 
loscn,,ein Tonstück aus einer Tonsrt i n  eine belicbige andero zu über- 
tragen, zu jedem gegebenen Gesange oder einer Melodie die vierstimmige 
Akkordbegleitung zu finden usf. 

Mittels der rationellen Tastatur und der dazu gehorigen Patronen 
sammlung gewinnt man aber nur eine allgemeine Kenntnis der Eigen- 
schaften der Tonsysteme der ersten Klasse. Der intelligente Musiker 
und besonders derjenige, der von einem neuen Tonsysteme Gebauch zu 
machen wünscht, kann sich mit eincr solühen nicht begnügen, denn es 
liegt ihm ja ob, sich sein nach diesem Tonsystem ausgeführtes Instrument 
selber zu stimmen oder mindestens die Anleitung dazu zu geben. 

E r  muB sich daher mit den besonderen Eigenschaften des Ton- 
systems, das er sum praktischen Gebrauche gewahlt und aus gewichtigen 
Gründen allen anderen vorgezogen hat,  innigst befreunden, den musi- 
kalischen Abstand je zweier derselben in einer jeden Tonart muB er in 
Zahlen anzugeben wissen, und muB auch die zu demselben gehorige 
Saitenlinge kennen, und allenfalls auch imstande sein Pragen zu be- 
antworten, wie die folgenden: Gibt es in irgend einer Tonart einen 
Akkord 6, 7, 9 ,  11 und in welcherï Dazu ist aber unerliiBlich, daB 

1) In der Abbildung hat man sich die schmffierten Felder ausgeschnitten zu 
denken; die a0 entstandenen Locher liennt P e t z v a l  die ,,Fenster." 
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man sich wenigstens diejenigen T h e  des crwahlten Tonsystems, die 
man praktisch zu verwenden wünscht, die im Bilde der rationellen 
Tastatur ersichtlichen, 21 an der Zahl, mit ihren Schwingungsverhalt- 
nissen tabelleriech so geordnet vorführe, daB man mit einem einzigen 
Rlicke den in jeder Tonart zur Verfügung stehenden Tonreichtum zu 
untersuchen imstande ist. P e t z v a l  hat zn diesem Ende eine zweck- 
maBige Anordnung in 3 Tabellen getroffen, von welchen die erste das 
geschlossene Slstufige Tonsystem darstellt, namlich das Tonsystem der 
gleichberechtigh Intervalb. (S. 401.) Die zweite Tabelle enthielt das 
ebenfalls geschlossene 43stufige Tonsystem, die dritte aber ein unend- 
liches Tonsystem, welches seinen Eigenschaften nach zwischen dem 
31 stufigen und dem 43stufigen enthalten ist; dkse letzten beiden Tabellen 
Sind verloren gegangen. Sie haben alle drei vorausgesetzt, daB man 
sich zum musikalischen Gebrauche vbn dem vorhandenen Tonreichtume 
von bexiehcntlich 31, 43  und uncndlich vielen Tonen nnr 21, wie sie 
in der Tastatur vorkommen, ausgewiihlt habe. 

Die vorhandene Tabelle enthalt also in einer horizontalen Reihe 
unten die Tonstufen des Systems, hier 31, und darunter die Schwingungs- 
verhaltnisse in zwei verschiedenen Gestalten: als Dezimalbnich und als 
ein demselben moglichst nahe kommender gewohnlicher Bruch; darüber 
sind die Tonarten in der ersten Vertikallinie bezeichnet mit grogen 
deutschen Frakturbiichstaben, an welche uich in horizontaler Reihc alle 
diejenigen Tone anschlieBeri, die in dieser Tonart verwendet werden 
k6nnen i n  der ihnen zugewiesenen Ordnung und dem, dern Intervalle 
entsprechenden Abstande, welcher numerisch durch die unter einem 
jeden derselben vorhandene Zahl ausgedrüçkt ist. 

Diese T6ne sind durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnet, 
so zwar, daB z. B. c+ so viel wie cis, g+ so viel wie gis, us£, c, so viel 
wie cps usw. bedeiidet. Ilie Haiiptkonsonanzen, kleine Terz, groBe 
Terz, Quinte, Septime und Oktave sind mit groBen lateinischen Buch- 
staben bezeichnet, um leichter kenntlich zu sein. Damit diese Tabelle 
auch zur Einteilung des Griffbrettes bei solchen musikalischen Instru- 
menten, die derlei besitzen, dienen kann, ist eine eigene Spalte mit 
der cberschrift Saitenlànge erofhet. Durch die Ziffern 1, II . . . VI11 
ist zugleich an der unteren Seite die Dur-, an der oberen die Moll- 
Tonleiter bezeichnet, so daB man auch aus dieser Tabeile, wie aus der 
rationellen Tastatur und der angefügten Patronensammlung, alle Ton- 
leitern und die konsonannten Akkorde unmittelbar ablesen kann. 

Links von der Tabelle stehen die charakteristischen Hauptmerk- 
male des Tonsystems, welches durch dieselbe dargestellt ist, d. h. die 
Temperaturen der konsonanten Intervalle in gewohnlicher Bruchform, 
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narnentlich die Temperatur q der Quinte, die T der groBen Terz, 
t der kleinen Terz und s der Septime. Die ganz gleiche Anordnung 
hatten auch die beiden anderen Tabellen. 

Sowic dies aus den beiden verloren gegangen hervorging, so zeigt 
auch die vorhandene, daB nicht alle Tonarten siimtliche konsonanten 
Intervalle besitzen, namentlich fehlt zu den Grundtonen Fes, C'es, Ge9 
die kleine Terz; man wird daher aus Fa-, Ces- und Ge~-Moll nicht 
spielen konrlen, und es sind niithin cliese Ton~ti-ten reine Dur-Tonarten. 
Ebenso fehlt zu den Grundtonen Dis, Ais, Eis und His die groBe 
Terz; es Sind also die Tonarten Dis,  Ais, Eis und His spezifische 
Molltonitrten. Die übrigen Gruridtone von Des angefangen bis Gis, 
14 an der Zahl, haben sowohl groBe rtls kleine Terzen. Man hat da- 
her den genügenden Vorrat von 14 Tonarten, die nach Belieben Dur 
oder Moll sein kiinnen. Desgleiühen ist ersichtlich, daB man nur bei 
11 der 21 Tonarten, die sich in jener Tabelle behden ,  reine Septimen 
hat;  die übrigen müssen sich mit eiiiem dissonanten Stellvertreter 
begnügcn. 

AuBer der hier vorgeführten rationellen Tastatur für die Tonsysteme 
der ersten Klasse hat P e t z v a l  vermutlich auch eine solche für die 
Tonsysteme der zweiten Klasse hergestellt, die indessen verloren gegangen 
zu sein sçheint. Die Verrnutung griindet sich darauf, daB sich zwei 
Patronen für diese Tastatur gefunden haben: Tonleitern und Akkorde 
zweiter Klasse mit lateinischem Grundtone, und Tonleitern und Akkorde 
zweiter Klasse mit gotischern Grundtone. Diese Tastaturen samt den 
Patronen hat P e t z v a l  hauptsachlich zu seinen Studien über die Bildung 
der Akkorde und die mathematischen Grundsatze, welche zur Bildung 
einer neuen Harmonielehre notig sind, benützt. 

Die Tastatur für die Tonsysteme erster Klasse hat P e t z v a l  über- 
dies im Jahre 1870 an einem Klavier praktisch durchgeführt. In 
seiner ansgedehnten Sommerwohnung auf dem Kahlenberge bei Wien 
hrttte er niimlich auch eine vollstindig eirigerichtete mechanische 
Werkstatte, in welcher er mit groBer Geschicklichkeit allerhand Instru- 
mente und Behelfe für seine verschiedenen Studien und physikalischen 
Versuche herstellte - die von ihm geschliffenen Linsen für optisçhe 
Instrumente hatten einen Weltruf. So hatte er also auch einen fertigen, 
leeren Klavierkasten für das 31 stufige Tonsystem (mit 21 ausgewiihlten 
Tiinen für die Oktave) eingerichtet, mit Saiten bespannt, und die von 
ihm ersonnene Tastatur selbst hergestellt und eingebaut. Er pflegte 
seine Horer gelegentlich in seine Wohnung einzuladen und trug ihnen 
als Beispiel zu seinen Vortragen verschiedene Musikstücke vor, an 
denen er praktisch erwies, wie einfach das Spiel einerseits sei, und 
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wie man andererseits an Instrumenten mit festen Tonen durch Er- 
weiterung der Tonreihe die Unreinheiten vermeiden und einen hoheren 
Wohlklang mi ereiolcn vermag. 

Aber er pflegte eu sagen, da8 weder eine vcrbesserte Tastatur 
noch auch eines der von ihm berechneten tonreicheren Tonsysteme 
Eingang finden werde. ,,Denn das tonarme, 12stufige widersteht doch 
d e n  Angriffen hinlinglich durch die bloBe Triigheit der Massen, und 
derjenige, welcher sich die unfiuchtbare Aufgabe stellen würde, das- 
selbe zu verdringen, und wenn auch durch ein besseres zu ersetzen, 
würde eincn hoffnungslosen Kampf unternehmen müssen nicht nur  mit 
den vielen Millionen in ihrer Ruhe gestorten Musikern, die den Erd- 
ball bevolkern, sondern auch mit den noch zahlreicheren Millionen 
musikalischer Instrumente, in denen das chromatische System verkorpert 
ist, und die in Form von Kisten, Schachteln, Rohren usw. mit hdzerner 
und blecherner IIalsstarrigkeit sich einem jeden Versuche, ein besseres 
Tonspstem einzuführen, widersetzen mürden. Wiren  daher die bitteren 
Vorwürfe auch alle bcgriindet, die dcm chromatischen Systcm von 
Seite seiner heftigsten Gegner gemacht werden, wiire es wirklich wahr, 
daB es den Sanger xwinge, der Klavierbegleitung zuliebe falsch zu 
singen, den Violinspieler falsch zu geigen, daB es das Geh6r ganzer 
Volker verderbe und als alleillige Ursache eu betrachen sei, daB die 
moderne Musik alles Sangbare allmahlig ganz verliert und in einen 
barbarischen Larm der Instrumentalmassen mehr und mehr ausartet, 
so müBte man sich diesem betrübcnden, aber unabanderlichen Sach- 
verhalte eben fügen, und diesen musikalischen Katzenjammer in stoischem 
Gleichmute als einen integrierenden Bestandteil des Fluches der Erbsünde 
ansohen, von dem sich das Menschengeschlecht nimmer befreien kann." 

Diese pessimistische Vorraussage P e t  zvalv düi-fte sich indessen 
nicht verwirklichen, vieluehr deuten insbesondere die spateren Be- 
strebungen anderer auf das Gegenteil hin. So hat 14 Jahre spater 
(1884) J a n k 6  den gleichen Gedanken hinsichtlich des eiuheitlichen 
F'ingersatzes mit seiner Kiaviatur ausgeführt, mit der Abweichung, daB 
die Tasten nicht in drei sondern in sechs Reihen, und zwar stufen- 
formig über einander angeordnet sind. Da aber diese Klaviatur für ein 
12-stufiges System eingerichtet ist, so stellt sie sich eigentlich nur als 
eine auf eine bequeme Hand- und Bingerhaltung abxielende Verbesserung 
des gcbriiuchlicheri Klavieres dar. 

Zu den Tosteninstrumenten dagegen, die such für eine reine Stim- 
mung eingerichtet sind, gehoren: 

Das Harmonium von A p p u n ,  (das sogerianrite iriathernatische 
Harmonium) mit 36 Stufen (1868)) das B o s a n q u e  t s c h  e IIarmonium 
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mit 53 Stufen (1875), das Enharmonium des Japaners T a n a k a  mit 20 
Stufen (1890), das Harmonium von S t e i n e r  (1891) und zuletzt das 
Harmonium von E i t z  mit 52 Stufen in jeder Oktave. Das letztere 
Instrument, welches sich in1 Institute für theoretische Physik der Uni- 
versitat Berlin befindet, ist wegen seiner zwar sinnreichen aber sehr 
verwickelten Klaviatur vom spieltechnischcn Standpunkte aus schwer zu 
behandeln, dagegen für wissenschaftliche Zwecke ganz vorzüglich ge- 
eignet. 

Diese Restrebungen weisen wohl deutlich darauf hin, da0 man die 
Sache keineswegs auf sich beruhen M t ;  auch dürfen wir daraus mit 
einiger Sicherheit den SchluB ziehen, daB man nicht eher ruhen werde, 
bis nicht etwas Vollkommeneres aber genügend Einfaches gefunden sein 
wird. Und wenn auch nach der praktisch-musikalischen Seite (z. B. 
in betreff der Notenschrift) noch manche Erganzung notig sein wird, 
so werden doch P e t z v a l s  Untersuchungen ihren Wert behalten, und 
wird er doch immer als Führer dienen kiinnen. 
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